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A cikksorozat elkészitését és elérhetéségét tamogatja az ,,Ipar a korszerii mérnokképzésért’ alapitvany.
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1. A dinamikus rendszer matematikai modellje

A szabdlyozdsi rendszer alrendszerei — mint ahogy azt mdr kordbban is targyaltuk — a szabdlyozott folyamat
(Process, P), és a szabdlyozo berendezés (Controller, C), amelyek — egymadssal soros—, és visszacsatolt strukttirat
alkotva — erds kolcsonhatdsban miikodnek egyiitt. Az alrendszerek egyedi jelatviteli tulajdonsagait, az egymadssal
kapcsolatos kolcsonhatdsait jelatvivd tagokkal, absztrahalt formdban irjuk le. A rendszer hatdsvazlatit az 1. dbra
mutatja.
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1. abra.
A szabdlyozds alrendszerei

Ezen a vazlaton a beavatkozo szervet, a végrehajto szervet, és a teljesitményerdsitot a folyamat részének
tekintjiik. Az y szabdlyozott jellemz6 a folyamat (P) x, dllapotvéltozéinak, az u irdnyité jelnek és az u, zavard
jeleknek az y=g,(x,u,u;) fliggvényei. Az irdnyitd jelet a szabdlyozdsi algoritmusnak megfelelden a szabdlyozo
berendezés allitja eld. A szabdlyoz6 berendezést absztrahdld tag (C) a rendszer hatdsvazlat struktirdjanak x,
allapotvaltozokkal rendelkezé dinamikus alrendszere. A szabdlyozasi algoritmus kialakitdsdban az y szabdlyozott
jellemzordl torténd f6 visszacsatolds mellett, visszacsatolds létesithetd a folyamat x, dllapotvéltozdirdl
(dllapotvisszacsatolds) és az u iranyitd jelrdl (belsé visszacsatolds), ezek célja a rendszer mindségjavitidsa. A
visszacsatoldsokon tilmenden az algoritmusképzésbe (az u irdnyitd jel meghatdrozasdnak eljardsaba) bevonhaté
az u, zavaré jelek egy részhalmaza is (zavarkompenzdcio). Mindezek kovetkezményeként az irdnyité jelet
meghatdroz6 implicit fliggvény u=g.(u,y,X0x U, u).

A hatasvazlat egyes tagjai (a P és C alrendszerek) bemend— és kimend jelekkel (fiiggetlen— és fiiggd
véltozokkal) rendelkeznek. A jelek kiilonféle fizikai mennyiségek értékei és értékvaltozasai, €s a t idovaltozénak
is a fiiggvényei. A kimend— és bemend jelek kozotti fiiggvénykapesolat rendszerint egy iddszerinti
differencialegyenlet— és az ezt kiséré algebrai egyenlet formdjaban dllithat eld. A differencidlegyenlet azt
fejezi ki, hogy egy adott bemend jelre és ennek véltozasaira az x(t) allapotvaltozé milyen médon (dltaldban
milyen idokésleltetéssel) reagdl. Ez az idokésleltetés az eredd rendszer dinamikdjdra is alapveto befolydst
gyakorol és rendszerint ,,minden probléma forrdsa’ .

A folyamatok egy részénél az u irdnyité jel megvaltozdsara az x, dllapotvaltozo és az y szabdlyozott jellemz6
csak egy T, un. holtidé eltelte utdn reagal. A késleltetésnek ez a tipusa tobb iddadllandé egymdsra torténd
torléddsabdl (latszolagos holtidd)—, vagy a jelterjedés véges sebességébdl (valdsdgos holtidd) szarmaztathatd és
jelentds nehézségek okozdjava védlhat. A holtidés folyamat esetében az u irdnyité jel megvéltozdsdanak
bekovetkezése utdn T), ideig ,nem torténik semmi”, ezért ha az y szabdlyozott jellemz6 és a folyamat x,
allapotvaltozéi a 0<t<T), id6intervallumban nem véltoznak, akkor sem az 4llapotvisszacsatolds, sem a
szabalyozott jellemzd visszacsatolasdnak a hatdsa nem tud ezen id6 alatt érvényre jutni. A holtidés folyamatok
kezelése mindezek miatt a szabalyozas tervezdjétdl fokozott figyelmet kivan.

Dinamikus rendszer allapotegyenlete

A j szamu bemenettel, k szamud kimenettel, n szdmu allapotvaltozéval rendelkezé6 MIMO (Multi Input, Multi
Output, tobb bemenetii, tobb kimenetii, n—ed rendii) dinamikus rendszer matematikai modelljének egy lehetséges

altalanos alakja (a rendszer nemlinedris allapotegyenlete):
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Ez az egyenletrendszer n szdmu, elsorendii kozonséges differencidlegyenletet, és k szamu nemlinedris algebrai
egyenletet tartalmaz. A megoldandé feladat rendszerint az, hogy adott u(t) gerjesztés, és az allapotvaltozok x(0)
kezdeti feltételei mellett, ismert f és g fiiggvények esetében meg kell hatdrozni az y(7) kimend jelet (az u(t)
gerjesztésre adott y(t) vdlaszt). E kérdéskorben elsddleges szerepe a differencidlegyenletrendszer x()
megolddsanak van, mert x(z) és u(t) ismeretében y(t) kiszamitdsa mar csupan egy algebrai mivelet. Bevezetve a
matrixalgebraban hasznalt

x,(1) x,(1) u, (1) (@) S 8

dx(t) _ d _| _| _ _
“u u)=| : Yy =| : f=|: 8=
x, (1) x, (1) u; (1) YD) Ju 8

x(t) =

oszlopvektor jeloléseket, az n szdmu elsOrendli, kozonséges differencidlegyenletbdl, és k szamud algebrai
egyenletbdl all6 egyenletrendszer vektor—differencidlegyenlet formdjaban is felirhaté. Ennek alakja:

O _ fLate).u(o)]
dt

y(0) = glx(@),u(®)]

ahol x(1): az allapotvaltozo vektor (nx1), dx(t)/dt. az allapotsebesség vektor (nx1), u(t): a bemendjel
(gerjesztés) vektor (jxI), y(t): a kimendjel (vdlasz) vektor (kxI). Az allapotegyenletet — a mérnoki
szemléletmddhoz a képletekhez képest kozelebb 4llo, de azzal egyenértékii — hatasvazlattal is szemléltethetjiik
(lasd 2a. dbra):
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ﬁ Az dllapotvdltozok belsd visszacsatoldsa “
2a. dbra.

Dinamikus rendszer dllapotegyenletét szemléltetd hatdsvazlat

A hatdsvézlaton az f{x,u) és g(x,u) fliggvényeket absztrahdlé tagok algebrai fiiggvénykapcsolatot fejeznek ki
a kozvetlen bemend—, és kimend jeleik kozott, aminek jelentése az, hogy u(?), x(t) bemend jeleik megvaltozasara,
a dx(t)/drt illetve y(t) kimend jeleik megvaltozdsaval, késleltetés nélkiil (azonnal) reagdlnak. Az integralo tag a
hatasvéazlat dinamikus tagja, x(t) kimend jele a dx(t)/dt bemend jelének az iddszerinti integrdlja. Ebbdl
kovetkezik, hogy az integrdlé tag — véges értékli bemendjel valtozds hatdsara keletkezé — kimend jelének
megvaltozasahoz idére van sziikség. A hatdsvazlat szemléletesen jeleniti meg a dinamikus rendszer jelei kozotti
okségi viszonyokat és dllapotvaltozéinak belsd visszacsatoldsdt is'.

Ennek az dltalanos rendszermodellnek egy specidlis esete, amikor az f{x,u)=Ax(t)+Bu(t); g(x,u)=Cx(t)+Du(t)
linedris fiiggvények. Ez a lehetséges rendszermodell egy osztdlya (LTI — Linear Time—Invariant, linedris id6—
invarians, kauzalis® rendszer). Koordinatdkban felirhaté matematikai kifejezése a

' A tagokat osszekotd, és a jeleket szimbolizdld nyillal elldtott ketts vonalak a hatdsiranyt (az ok—okozat reldciét) jelslik, illetve azt
érzékeltetik, hogy minden tagnak tobb bemend—, és tobb kimend jele is lehet.

% Linearitds: a dx(1)/dt dllapotsebesség valamint az y(z) kimend jel az x(z) allapotvéltozé és az u(t) bemené jel A, B, C, D
paramétermatrixokkal silyozott linedris kombinacidja. Iddinvariancia: a gerjesztés u(t—T) idébeli T>0 eltoldsa csak egy ugyanekkora eltoldst
okoz az y(t-T) valaszban. Kauzalitds: barmely belépd gerjesztéshez (u(t)=0, ha 1<0) belépd vilasz (y(¢)=0, ha <0) tartozik.
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egyenletrendszer’, a dinamikus tag linedris 4llapotegyenlete. Altalinos esetben minden egyes dx,(1)/dt
allapotsebesség (i:1,2, ...,n)—, és minden egyes ys(t) kimendjel (i:1,2, ...,k) az n szamu éllapotvaltozé—, és a j
szdmu bemend jel mindegyikének a fiiggvénye, ezek silyozott, linedris kombindcidja. Felhaszndlva a
matrixalgebraban haszndlt fogalmakat, és jeloléseket, a koordindtdkban adott fliggvénykapcsolatoknak egy
tomoritett alakja a

dx(t)
dt
y(t) = Cx(t) + Du(t)

= Ax(t) + Bu(r)

allapotegyenlet. Ebben A: (nxn) méretii négyzetes allapotmatrix, B: (nxj) méretli bemeneti matrix, C: (kxn)
méretii kimeneti matrix, D: (kxj) méretli direkt matrix (A, B, C, D: a paramétermatrixok).

A linedris rendszerre érvényes a szuperpozicié elve’. A linedris szabdlyozési rendszerek tirgyaldsa sordn
linedris allapotegyenlettel jellemzziik a szabalyozott folyamatot, a szabdlyoz6 berendezést, és a teljes,
visszacsatoldsokat tartalmazé eredd rendszert is’. A szuperpozicié elvének alapjan az alapjelre és a zavard
jelekre kiilon, kiilon vizsgalhatjuk a rendszer dinamikus tulajdonsédgait, és ha ezek a gerjesztések egyidejiileg
Iének fel a rendszer bemenetein, akkor a részvalaszok dsszegeként kaphatjuk a rendszer eredd valaszat.

A linedris rendszer dllapotegyenletéhez is hozzdrendelhetd egy hatdsvazlat (lasd 2b. dbra), amelynek alkot6
elemei az ardnyos (P, proporciondlis)—, az dsszegzé (X)—, és az integrdlo (I) tulajdonsdgokkal rendelkezd
linedris alaptagok®. Ez a hatdsvézlat is az allapotegyenlettel egyenértékilen szemlélteti a dinamikus rendszer
jelatviteli tulajdonsdgait, a jelek kozotti oksdgi viszonyokat, és a jelterjedés hatdsmechanizmusat. Dinamikus
eleme az integral6 alaptag.

x(0)
p I
u(t) dx/dt x(t) E )
(1)

nxj () xnn (k)
A kxj
nxn p| D
2b. dbra.

A linedris rendszer dllapotegyenletéhez rendelhetd hatdsvazlat

* Ez az éllapotegyenlet a linedris MIMO tagot leiré matematikai rendszermodell, n darab elsdrendd, dllandé egyiitthat6ju, linedris
differencidlegyenletet és k darab linedris algebrai egyenletet tartalmaz. Altaldban a dx(t)/dt=f [x(t),u(t)], y(t)=g [x(1),u(t)] egyenletekkel
jellemezhetéen nemlinedris kapcsolatot van a dx(t)/dt éllapotsebesség, az x(t) allapotvaltozo, az u(t) gerjesztés, illetve az y(t) vdlasz az x(t)
allapotvaltozd, az u(t) gerjesztés kozott. A linearizdlds modszerével ezt — a linearizdldsra alkalmas f, és ¢ nemlinedris fiiggvények mellett, a
rendszer egy munkapontjanak kis kornyezetében — egy linedris modellel kozelithetjiik. A nemlinedris rendszerek néhdny tulajdonsagat és
linearizaldsanak moddszerét a Fiiggelékben tdrgyaljuk. Egyes folyamatok allapotegyenlete eleve linedris (pl. R, L, C elemeket tartalmazo
villamos dramkorok, tomeget, rugét, csillapitdst tartalmazé mechanikai szerkezetek, stb.).

* Ha az LTI rendszer az u (1) gerjesztésre y,(t) valaszt—, az uy(t) gerjesztésre yy(t) valaszt ad, akkor az u(t)=cu(t)+cuy(t) gerjesztésre adott
valasz y(t)= cyi(t)+cayu(t) (ci, c2 dllandok).

° A szabdlyozdsok vizsgdlata soran hasznalt matematikai modellek kiilonféle tipusai koziil jelen munkéban a statikus—, a dinamikus—, a
linedris—, a determinisztikus—, a koncentralt paraméterii-, a folytonos-idejii—, és a diszkrét-idejii modelleket haszndljuk. A
stochasztikus modellekben valdsziniiségi  valtozokkal jellemzett jelekkel-, az elosztott paraméterii rendszerekben parcidlis
differencidlegyenletekkel lehet lefrni a dinamikus rendszer viselkedését, ezek azonban nem képezik jelen munka targyat. A nemlinedris
rendszerekkel is csupdn érintlegesen foglalkozunk.

® Az ardnyos tag o (output) kimend jele az i (input) bemené jelével ardnyos: o(t)=ki(t), és k az atviteli tényezd. Az tsszegzd tag kimend jele
a bemenod jeleinek az Osszege: o(t)=2i(t). Az integralé alaptag kimend jele a bemend jelének id6 szerinti integralja: o(¢)=o( 0)+li(t)dt, 0(0) a
kimend jel kezdeti értéke. Az aranyos—, €s az 0sszegzd tagok algebrai tagok, az integralé tag dinamikus tag.
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Az allapotegyenlethez rendelhetd hatdsvazlatbdl is kiolvashatd, hogy az y(#) kimend jelnek egyik Osszetevdje az
x(t) allapotvaltozo éltal meghatdrozott Cx(¢) komponens, a masik dsszetevdje pedig az u(t) bemend jeltdl direkt
médon fiiggé Du(t) komponens’. Az x(t) allapotviltozét az u(t) gerjesztés—, és az x(0) kezdeti feltétel
befolydsolja, de ez a befolyds az A dllapotmdtrixal visszacsatolt integrdlo tagon keresztill juthat érvényre, ezért
az x(t) allapotvaltozoban az u(t) hatdsa késleltetéssel jelenhet meg. Miutdn az integrdl6 tag az A dllapotmétrixon
keresztiil visszacsatolt, ez az A dllapotmatrixnak megkiilonboztetett jelentéséget ad”.

Az allapotegyenlettel leirt linedris rendszermodellben az u, x, y jelek mindegyike, és a ¢ id6véltozd, dimenzids
fizikai mennyiség, €s ebbdl adéddéan az A, B, C, D paramétermdtrixok elemei is kiilonféle dimenzidval
rendelkez6 fizikai paraméterek’. Az allapotegyenletben — a fizikai valtozokra, és az idére — U’, X", Y', T,
4llandé értékii viszonyitdsi alapokat kijellve — bevezetheték a jelek és az id6 u/U'=u", /X=x", y/Y'=y", #/T'=t"
dimenzi6 nélkiili relativ mennyiségei, amelynek segitségével az édllapotegyenlet relativ véltozdiban felirt alakja
dimenzi6 fiiggetlenné tehetd (amplitidé—, és id6 1éptékezés). A rendszerelméleti analizis sordn altaldban az
allapotegyenletnek ezzel a normalizalt, dimenzi6 fiiggetlen alakjaval dolgozunk.

A matematikai modell alapjin a rendszeranalizis alapkérdése: adott u(?) belépd gerjesztés, az dllapotvaltozok
x(0) kezdeti értéke, valamint az A, B, C, D paramétermatrixok ismerete mellett, hogyan hatdrozhaté meg az x(7)
allapotvaltoz6, €és az y(t) kimendjel (a vélasz) >0 idében keletkezd iddfiiggvényei? Lényegében tehidt az
allapotegyenlet megoldasardl van sz6. A megoldas megkeresésének — LTI rendszert feltételezve — hatékony
modszere a Laplace (L) integral-transzformacié alkalmazasa. Ennek felhaszndlasaval a ¢ id6tartomanyban
értelmezett linedris differencidlegyenletek helyett az s Laplace operétor tartomanydban algebrai egyenletekkel
dolgozhatunk, de ennek ,,4ra”, hogy az algebrai egyenletek megoldasként kapott x(s), y(s) valaszokat is az s
operitor tartomanyban kapjuk. Ilyenkor egy inverz Laplace (L) transzformaciéval térhetiink vissza az
idétartomanyba'®. Mindezek az absztrakcid tovabbi elmélyitésével jarnak.

Jelen anyagrészben olyan fogalmak ismertetésére keriil sor, amelyek a szabdlyozasi rendszerek analiziséhez
alapvetden sziikségesek. Ilyen fogalmak és témakorok a jeldtvivd tagok rendszerjellemzd fiiggvényei, a folytonos
ideji (FD)-, és a diszkrét idejli (DI) dinamikus rendszerek differencidl-, és differencia egyenletei,
allapotegyenletei, ezek kezelése Laplace—, illetve Z— transzformaciés médszerekkel, a komplex fiiggvénytan, a
matrixalgebra egyes fejezetei, stb. El0szor a folytonos idejii rendszerek elméleti 6sszefoglalasaval foglalkozunk,
a diszkrét idejli rendszerek elméleti 9sszefoglaldsat a szamitégépes szabalyozas ismertetésekor targyaljuk.

2. Folytonos idejii linearis tagok rendszerjellemzé fiiggvényei, a stabilitas fogalma

A szabdlyozdsi rendszer hatdsvazlatan szerepld barmely, u bemend, és y kimend jellel rendelkezd — dinamikus
rendszert absztrahdlé — jelatvivd tagjanak 4ltaldnos rendszerjellemzd fliggvénye (amelybdl a tobbi
rendszerjellemz6 fiiggvény is szarmaztathatd), a tag differencialegyenlete. Linedris, egy bemenetii, egy
kimenetii (SISO —single input single output) tag esetében ez vagy egy n rendi, dllandd egyiitthatdjd, linearis
differencidlegyenlet (LDE), vagy n szamdu, elsOrendii, dllandé egyiitthatdju, linedris differencidlegyenletet
tartalmazé differencidlegyenlet rendszer'' (linedris allapotegyenlet: LAE, 1dsd 3. dbra).

’ Ha az éllapotegyenlet a szabélyozott folyamatot frja le, akkor az y(t) kimend jelnek (a szabdlyozott jellemzdnek) a Du(t) komponense
dltaldban zérus, vagyis az u(t) gerjesztés (az irdnyitdjel) kizardlag az x(r) allapotvaltozokon keresztiil befolydsolja az y(z) kimend jelet.
Tlyenkor az édllapotegyenletben D=0.

8 Az A, B, C, D paramétermitrixokkal jellemzett algebrai tagok u, x bemend jelei idkésleltetés nélkiil allitjak €16 a Bu, Du, Cx, és Ax
kimend jeleiket (iddkésleltetés nélkiili ardnyos tagok).

? A normalizilatlan rendszer A allapotmétrixanak féatléjaban szereplé a; paraméterek mindegyike [sec”'] dimenziéval rendelkezd szdmérték.
Ennek indoklasa: dx/dt=...+a;x;+... — dim[dx/dt]=dim[a;x;] — dim[a;]=1/sec.

19 A nemlinedris dllapotegyenlet megoldasira a Laplace transzformécié nem hasznalhaté, és altaldban analitikus megoldds sem létezik. A
nemlinedris dllapotegyenlet megoldasara numerikus modszerek johetnek széba (Euler, Adams, Runge—Kutta, eljarasok stb.).

""" A SISO tag n rend{i linedris differencidlegyenletével leirt LDE modellje étalakithatd az n szdmd, elsérendd differencidlegyenletet
tartalmaz6 LAE allapotegyenletre (lasd az dtviteli fuggvény felbontdsa témékat).
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3. dbra
SISO tag matematikai modellje

Az dllapotegyenlet x(0) kezdeti feltételre és u(t) gerjesztésre vonatkozé analitikus megolddsa'®:

x(t) = e x(0) + I A Bu(r)dT = ¢(1)x(0) + f #t — T)Bu(t)dT
0 0
y(t) = Cx(t)+ Du(t) ahol  ¢(t) = e az alapmdtrix

Megjegyzés:

A megoldo képletbdl lathatdan az x(t) megolddsnak két dsszetevdje van. Ezek az x(0)£0 kezdeti feltétel dltal generalt x,(z)
mozgaskomponens (a rendszer sajatmozgasa), valamint az u(1)#0 gerjesztés altal generdlt x,(#) mozgaskomponens (a
rendszer gerjesztett mozgasa). A szuperpozicié tételének alapjan az eredé6 mozgds a két mozgds 9sszegeként dllithaté eld.

x(1) = x, (1) + x, (1)

x, () =e"x0)=g(Ox0)  x, ()= J.eA(””Bu(f)dT = I¢(r —7)Bu(t)dt
0 0

Abban a specidlis esetben, ha a SISO tag elsérendii (n=1), a paramétermatrixok skalaris értékek: A=a, B=b, C=c, D=d. A
dinamikus rendszer ekkor igen egyszeriivé valik (1dsd 4a. dbra).

x(0)
1
u(t) P dx/dt x(1) )
N R R
a
‘l d
L
4a. abra

Elsérendti SISO rendszer hatdsvézlata

Az elsérendii rendszer allapotegyenletének megoldé képlet is egyszerii, mivel az ¢! matrix—exponencidlis fiiggvény (az
alapmatrix) egy kozonséges ¢ exponencidlis tipusd skaldris kifejezés:
t t
x(1) = e x(0) + j e““Ou(t)dth = ¢(1)x(0) + ng(r —Du(r)dth
0 0
V(1) = ex(t) + du(t) és Pt)=e"

Ha példaul u(z)=1(1) ugrasjel, és a kezdeti feltétel x(0)=0, akkor az elsérendii rendszer x(), y(t) valaszai:

2 Az LAE megold6 képletének meghatdrozasa a ,Linedris differencidlegyenlet megolddsa Laplace transzforméciéval” cimii részben
taldlhatd. Az n rendi linedris differencidlegyenletnek (LDE) is van analitikus megoldé képlete, ennek részletezésére azonban nem tériink ki.
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: : bt bt a=0
_ a(t-t) _ at -art _ —
3= [eDdm = e dm =1 uf 1wl =1 2 ) 4a0
0 0 a 0 a
chbt+d a=0

YO=1_b_gnyiaq azo
a

Az elsérendii rendszer esetében — az x(t) dllapotvéltozonak és az y(t) kimend jelnek — az egységugrds valasza r—oo mellett
kizarélag akkor lehet x(o0)= —b/a=dllando, y(«)= —cb/a+d=dllando, ha a<0, vagyis ha a 4a. dbra elsérendli rendszerének
integrdlo tagja negativan van visszacsatolva. Az x(t), y(t) megoldasok grafikonjait a 4b. dbra tartalmazza. Az els6érendii
rendszer jelentésége abban van, hogy egyrészt tranziensei igen egyszerlien szdmithatok, mdsrészt az n>1 rendszdmi
rendszer is igen gyakran — alkalmasan megvalasztott koordindta transzformaciéval — ilyen elsdrendii rendszerekre
particiondlhato (lasd az étviteli fuggvény parhuzamos felbontasat).

x a>0 a=0
a>0 a=0

cb a<0

~
_2 a<0 %
a Y
1 KM”):](U ] —u(t)=1(1)
t

g .

4b. dbra
Elsérendii rendszer ugrdsvalaszai x(0)=0 mellett
Az allapotegyenlet megolddsaként kapott x(z) és y(t) eredményekbdl figyeljik meg, hogy az ugrdsszeriien valtozé u(t)
bemendjel mellett az x(7) dllapotvdltozé értéke a r=0 iddpillanatban nem ,,ugorhat”, mivel az x(¢) integrdl6 tag kimend jele
(x(0)=0). Az y(t)=cx(t)+du(t) kimend jel pedig a r=0 idépillanatban kizarélag d#0 esetében tud y(0)=cx(0)+du(0)=d értékre
véltozni.

A rendszer aszimptotikus stabilitisdnak egyik megfogalmazdsa'’: aszimptotikusan stabilis az

allapotegyenletével leirt linearis rendszer, ha a gerjesztetlen (u(1)=0) allapotaban az x(0) altal generalt x(?)
sajatmozgasa t—co mellett zérushoz tart (1asd 5.4bra). Ekkor ugyanis az u=0 bemend jelnek megfeleléen az
y(t)=Cx(t)+Du(t) kimend jel értéke is t—oo mellett zErus értéket vesz fel. Matematikailag is kifejezve:

limx, (1) = lime ™ x(0) = lim@(1)x(0) = 0

1—yoc0

Az aszimptotikusan  stabilis  linedris
rendszer x;(0) (i: 1,2,...,n) kezdeti feltételek
altal generdlt sajatmozgdsanak mindegyik
x(t) allapotvaltozéja t—oo mellett zérushoz
tart (xi(o0)=0).

5. dbra
Aszimptotikusan stabilis rendszer sajatmozgasa

Ez a feltétel akkor teljesiil, ha az A dllapotmdtrix minden J; sajdtértékének valos része negativ szam (real 2,<0,
i=1,2, ...,n)14. Ha a SISO rendszert az LDE matematikai modelljével irjuk le, akkor a stabilitdsnak az el6zéekkel
egyenértékii feltétele, hogy az agd"+a; A" '+....a,_3+a,=0 karakterisztikus egyenletnek kizdrélag negativ valés
részii 2;=p; gyokei legyenek (a J,=p; gyokok a linedris dinamikus rendszer polusai).

A kétféle, LDE és LAE matematikai modell — az y(7) kimend&jel meghatdrozasdnak szempontjabol — egymadssal
egyenértékll, de az dllapotegyenlet ,,gazdagabb”, mert megolddsa az y(t) kimend jelen tilmenden a dinamikus

rendszer n szamu x,(t), x,(t), ... x,(t), allapotvaltozait is szolgaltatja.

A SISO jelatvivé tag rendszerjellemzé fiiggvényei

" Egy ezzel egyenértékii masik megfogalmazds: aszimptotikusan stabilis az allapotegyenletével leirt linearis rendszer, ha az u(1)=1(1)
altal keltett x,(¢) gerjesztett mozgasa t—oo mellett allandé értékhez tart (ekkor az u(o0)=1 bemend jelnek megfelelden az y(t) kimend jel
értéke is t—oo mellett y=dllando értékhez tart).

" Az A allapotmétrix J; sajatértékei a matrix det(1I-A)=0 karekterisztikus egyenletének a gyokei. Ha A=a skaldris, a rendszer els6rendii,
karakterisztikus egyenlete els6foki: 1—a=0, vagyis ekkor 4,=a.
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A rendszerjellemzd fliggvények egymdssal egyenértéktien irjak a dinamikus rendszert, barmelyikiik ismerete
lehetdvé teszi, hogy tetszdleges u(?) bemendjelre az y(¢) kimendjel vélaszt meghatdrozzuk. Ez a tulajdonsdg a
linedris rendszerre érvényes szuperpozicié elvbél szarmazik'. A rendszerjellemzé fiiggvények (l4sd 6.dbra):

1.) A differencialegyenlet (LDE), vagy az allapotegyenlet (LAE).

2.) A sulyfiiggvény (impulse response): az u(t)=0(t) Dirac deltara adott y(t)=w(t) valasz, zérus
kezdeti feltételek mellett.

3.) Az atmeneti fiiggvény (step response): az u(t)=1(t) egységugrdsra adott y(t)=v(t) vilasz,
zérus kezdeti feltételek mellett.

4.) Az atviteli fiiggvény (transfer function): a w(t) sulyfuggvény L{w(t)}=W(s) Laplace
transzformadltja, vagy az y(¢) kimendjel €s az u(t) bemendjel Laplace transzformdltjainak
Wi(s)=y(s)/u(s) hanyadosa, zérus kezdeti feltételek esetén.

5.) A frekvencia fiiggvény (frequency response): a w(t) sulyfiiggvény F{w(t)}=W(jw) Fourier
transzforméltja, vagy az u(t) bemendjel és az y(t) kimendjel Fourier transzformaltjainak
W(jw)=y(jo)/u(jo) hdnyadosa, zérus kezdeti feltételek esetén.

A v(t) &tmeneti fliggvény, és a W(jw) frekvencia fiiggvény kisérletileg is meghatdrozhatd, és ezeknek birtokaban
minden mas rendszerjellemz6 fiiggvény is kiszamithaté (a dinamikus rendszer identifikacigja az atmeneti—,
illetve a frekvencia fiiggvényei alapjan).

A rendszerjellemzé fiiggvény Az y(t) kimendjel meghatdrozasa az u(t) gerjesztés
és a rendszeriellemzd fiieevénv ismeretében

LDE, LAE
ut) —> x(t) —» (1) y(1): az LDE, vagy az LAE analitikus,
vagy numerikus megoldasa
Sulyfiiggvény r '
5(;) — w(t) L 5 W(Z) y(1) = Iw(l‘ —Du(r)dt = J.w(r)u(t -7)dt
- Atmeneti N d
1) | giggen | ) ¥ =uOv0)+ [ L2 - 2y
v(t) o 47
Auviteli fiiggvény
ws)  — W) p—> ) Y =Weu(s) y0)=L" i)}
) Frekvencia
u(je)  ——y fﬂgcgé")y —> (o) Yo =W(joujo) y0=F{yjo)
W(io

6. dbra
Linearis SISO tag rendszerjellemzd fliggvényei

Néhany fontosabb fliggvénykapcsolat a rendszerjellemzd fliggvények kozott:

_dv(r)
mn= dt

v(z)=fw(z)dt W(s)=Liwn)} v(z)=L*‘{W<s>§} W(jo)=We)|_,
0

3. A Laplace integral-transzformacio hasznalata a dinamikus rendszer analizisében

A Laplace transzformacio

"> A szuperpozicié elvének egy alkalmazdsa: ha a linedris SISO rendszer u(t) gerjesztése periodikus idéfiiggvény, akkor ez harmonikus jelek
Osszegeként is elddllithat6. Ha minden u;(¢) harmonikus bemendjel komponensre meghatdrozzuk az y;(t) harmonikus kimendjel valaszt, akkor
az eredeti u=2 u,(t) bemend jelre adott y vdlasz a kimendjel részvdlaszainak komponenseibdl tevodik dssze: y =Xyi(t).
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A Laplace transzforméci6 az f(1) belépé (f(1)=0, ha t<0) idéfiiggvényhez egy F(s) operitor fiiggvényt'® rendel,
illetve az f{t) fliggvényt az F(s) fliggvényre képezi le, tehdt un. funkciondl. A transzformacié definicids egyenlete
az

L{f(}=F(s)= J- F(t)e ™ dr
0

improprius integral'’. Néhany — a szabalyozasi rendszerek analizisében gyakran eléfordulé — fontosabb belépd
idéfiiggvény Laplace transzformaltja'®:

f@)=L'{F(5)} F(s)=L{f(1)}

(1)
1(1) 1
N
X k!
t sk+l
o 1
sS—a
1-e™ a
s(s+a)
[e—ﬁ/ 1
(s+a)’
e - 1
(k—1)! (s+a)
. w
sin(ar)
57+ w?
N
cos(ax)
57+ w?

LG -1)}= j&(z ~T)edi="" T>0
0

Az inverz Laplace transzformacio

Az inverz transzformacio definicids kifejezése:

c+ joo

LHF(9)}= f(t):L. J-F(x)e-"'ds
27 g

Az F(s)e" komplex fiiggvény vonalmenti integraljanak tényleges kiszamitdsa visszavezethetd egy zart gorbe
menti integral kiértékelésére, amely Cauchy tétele alapjan torténhet'. Legyen F(s)=G(s)/H(s) algebrai tort, és
G(s) az s m fokszami—, H(s) az s n fokszamu (n>m) polinomj ai’. A H(s)=0 egyenlet k; multiplicite’lsl’l21 pi gyoke
az F(s) szingularis helye (pdlusa). Ekkor:

Gs) _ 803" + 85"
H(s) 5" +hs" +th_s+h,

St 8,

F(s)=

" A L{f(t)}=F(s) jelolés mellett — alkalmanként, az egyszerliség céljdbol — az L{f{1)}=f(s) jelolést is haszndljuk. Az f(s) jelolés
természetesen nem azt jelenti, hogy az f{t) idofiiggvény ¢ valtozdjat az s valtozora kell cserélni!

"7 Az integrdl konvergencidjanak elegendd feltétele: ha f{t) a >0 tartomany minden véges szakaszdban szakaszonként folytonos, akkor
elegendden nagy r-re abs[f(1)]< Ke” legyen (K és o pozitiv dllandok). A definicids kifejezésben a t iddvaltozéra vonatkozé hatdrozott
integrdl eredményeként az id6véltozo ,,mintegy eltlinik”, és helyére az s valtozo 1ép be.

"8 A tablazatban szerepld f{r) id6figgvények L{f(z)}=F(s) transzformaltjait a definiciés integralképlettel lehet meghatirozni. Példaul az
f(t)=1(1) ugrdsfiiggvény és az f(t)=¢" belépd exponencidlis fiiggvény Laplace transzformaltjai:

L)) = I 1(e " dt = I =L = L= L{e"} = I g =L

-5 =0 —y K s—a =0 s—aqa
1=0 1=0 1=0

A Laplace transzformaltakat tartalmazo tablazatbol figyeljik meg, hogy a transzformalt L{f(t)}=F(s) fiiggvények az s=o+jo komplex
véltozonak algebrai tortjei (algebrai tort: polinomok hanyadosaibol képzett tortfiiggvény). Kivétel az idében eltoldst tartalmazé J(z-T) eltolt
Dirac impulzus Laplace transzformaltja: L{5(t~T)}=¢"", amely transzcendens kifejezés.

' Az F(s)e" fiiggvénynek a komplex szdmsik egy zart ¢ gorbe mentén vett vonal integrdlja zérus, ha a fiiggvény a gorbe dltal hatdrolt
tartomdnyban analitikus. Ha viszont az F(s)e" fiiggvénynek a c dltal hatdrolt tartomanyban szinguldris pontjai vannak, akkor az integral a
reziduumtétel alapjan szdmithaté ki. A definicids kifejezésben az s iddvaltozéra vonatkozo hatdrozott integrdl eredményeként az s
operdtorvaltozo ,,mintegy eltiinik”, és helyére az r idévaltozé valtozo 1€p be.

2 Az F(s)=G(s)/H(s) algebrai tort a H(s) nevezdjének vezetd egylitthat6jdra normalizalt (hy=1).

21 példaul a H(s)=(s+4)’(s—5)*(s+6) polinom p,=—4 gyoke k;=3—, a p,= 5 gyoke k,=2—, a ps;=6 gyoke k;=1 multiplicitdssal rendelkezik.

ha real(s—a)<0
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c+ joo

f=LF)}= L J.F(s)e-"'ds - if) F(s)e"ds =X, rezF(s)e"
7 J 27 J e

Pi

ki1
rezF(s)e” = lim ;df (s—p)h &e“"
= o (k=) dshi! H(s)

Pi S pi

Ha a H(s)=0 minden p; gyoke egymastdl kiilonbozd (p ;#p.#...#p,), alkalmazhaté a kifejtési tétel:

S G(p,
fO=L"Fs)}= Z dH((v?)—gpl:
T 7

ds

Ha a H(s)=0 minden p; gyoke egymadstol kiilonbdzo, valamint H(s) n fokszdma G(s) m fokszamandl nagyobb
(n>m), akkor az F(s) algebrai tort ri/(s—p;) komponensekbdl all6 részlettortekre bonthaté, vagyis:

n

G(s) G(s) T
F(s)= = = :
T R T P Zs—p,-

i=1

ahol :
He| =0 & r=lim—ol)l _ Gw)
o = dHG) H'(p))
ds

Végeredményben:

n

L{ro)}=r" {z#} - Z re
i=1 - i

i=l

Léthatéan az f{t)=L"'{F(s)} idéfiiggvény re”" tipusii exponencidlis fiiggvények osszegeként dllithaté eld. Az
id6figgvény lefolyasdban ezért a H(s) nevezé p gyokeinek (az F(s) p6lusainak) meghatarozo jelentosége van.

A Laplace transzformacié néhany fontosabb tétele
1.) A Laplace transzformacié—, és az inverz Laplace transzformaci6 linedris miivelet:

L{ ax(t) + bu(n)}= ax(s) + bu(s)
L ey(s)+du(s)}= cy(r) + du(r)
(a, b, c, és d dllandok).
2.) Az x(t) targyfiiggvény idOszerinti derivaltjanak transzformaltja (a differencidldsi szabdly):

L{ d;xft)} = 5"x(s) — 5" x(0) — S"_Zx’(()) ) )= x"(0)
t

L{%} = sL{x(1)} - x(0) = sx(5) — x(0)
Ha x(0)=0, akkor L{dx(t)/dt}=sx(s) — (s a differencialas operatora. Az operdtor tartomdnyban az s
valtozdval torténd szorzdsnak, az idétartomanyban az id6 szerinti differencidlds felel meg).

3.) Eltolasi tétel (7>0):
{u@-T)}=e"Tu(s)y T>0

3.) Targyfiiggvény integrdljanak transzformaltja (az integrdldsi szabdly):
L{J. x(r)dr} =ﬂ
A
0
(1/s az integralas operatora. Az s operdtor tartomanyban az 1/s kifejezéssel torténd szorzdsnak, a ¢

idétartomanyban az id6 szerinti integralas felel meg: x(s)/s — [x(@)dy).
7.) A konvoliicié tételei’:

2 Liw(t)y=W(s),L{u(1)}=U(s). A W(s)U(s) szorzat L { W(s)U(s)} inverz transzformaltja nem w(t)u(t), hanem L”{W(s)U(s)}:Iw(r)u(r—r)dr! 1
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L{ J' f()g(t— r)dr} = F(5)G(s)

0
L{F()G(s)}= J' f(D)glt—1)dr
0
8.) Kezdeti—, és végérték tételek:

lim (1) = £ (0) = limsF (s)

t—0 s§—>00
limf (1) = f(e0) =limsF(s) ha Rep, <O
t—00 50

4. A linearis differencialegyenlet megoldasa Laplace transzformaciéval

”»

A Laplace transzformacié alapvetd sajatossdga, hogy a linedris dinamikus rendszereknek a ¢
idétartomdnyban  differencialegyenletekkel adott matematikai modelljét az ,s” operdtor tartomdnyban
algebrai egyenletekké lehet egyszerlisiteni. Ez a tulajdonsdg a transzformdcié linearitasi tételeibdl, és a
differencidldsi szabalyabdl szarmaztathatd.

SISO tag differencidlegyenletének megoldasa. Az atviteli fiiggvény

Az egy bemenetll, egy kimenetii — SISO taggal absztrahalt — dinamikus rendszert jellemezziik az u(t) bemend—,
és y(t) kimend jelll jelatvivo taggal (1asd 7. dbra).

u(t) Differencidl— (1) u(s) Aviteli y(s)=W(s)u(s)
> egyenlet —» e fiiggvény E—
LDE, LAE W(s)
Leiras a t idétartomanyban Leirds az s operatortartomanyban
7. dbra

Jelatvivo tag leirdsa az id6—, és az operator tartomanyban

A vezetd egyiitthatéra normalizalt (h,=1) differencidlegyenlet (LDE):

a0, Y0, L, )

d"u(r) d"'u(r) du(t)
+ —+hyt)=g,————+ g ————+
" e - V() =g,

4 8 2 8m-1 a

+8,u(t)

Zérus kezdeti feltételek mellett képezve a differencidlegyenlet mindkét oldalanak Laplace transzformaltjat,
algebrai egyenletet kapunk:

S"Y(S) + s y(s) + e+ By sy(s) + By, y(s) = gos"u(s) + g,.s””'u(s) +-o 4 g su(s) +b,u(s)
.

(57 + ™ et By 5+ 1Y) = (8087 + 8™ 4ot g, 15+, o)

Ebbdl a kimend jel y(s) Laplace transzformaltja:

m m=1
s"+gs" 4t g, st g,
Wsy=B T80 Ent 22 8y () = W(s)u(s)
s+ s A b s+ D,
A kifejezésben szerepld
Wi(s) = y(s) _ gos" + gls/:_l ot St 8 _ G(s)
u(s) s"+hs"" 4+ b, s+h, H(s)

algebrai tort a jelatvivo tag atviteli fiiggvénye™. A linedris szabdlyozdsi rendszerek analizisében az dtviteli
fiiggvénynek meghatdrozo jelentosége van. Az atviteli fiiggvény nevezdjébdl képzett H(s)=0 karakterisztikus

# Realizdlhat6 az atviteli fiiggvény, ha n>m. A realizdlhatésdg azt jelenti, hogy fizikailag 1étrehozhaté olyan dinamikus rendszer, amely az
adott atviteli fiiggvénnyel leirhatd. Ha n=m=0, y(t)=ku(t) algebrai egyenlet, W(s)=k, és elfajuld esetrél van sz6 (idokésleltetés nélkiili
ardnyos tag). Ez elméleti hatdreset, a valésdgos fizikai rendszerekben a jelkésleltetés mindig jelen van. Az n  rendl linedris
differencidlegyenlet hy (k=0,1,..,n), és g (k=0,1,..,m) egyiitthatéinak ismeretében a tag W(s) dtviteli fliggvénye kozvetleniil felirhaté. Ez
forditva is alkalmazhaté: a W(s)=G(s)/H(s)=y(s)/u(s) ismerete alapjan a H(s)y(s)=G(s)u(s) alakbdl a tag differencidlegyenlete adhaté meg.
Az operdtor tartomdnyban az s véltozéval vald szorzdsnak az idétartomanyban az idészerinti differencidlds felel meg, ezért s"y(s) —
(d/dt)"y(t), n: 0, 1,2, ...,n. Az atviteli fiiggvény az egyik legfontosabb, és altalanosan hasznalt szabalyozastechnikai fogalom, a tag
differencialegyenletének ,,egy mas alakja”.
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egyenlet p; gyokei (i- 1,2, ...,n) hatdrozzdk meg a W(s) atviteli fiiggvény szingularitdsair™, a jelatvivé tag
dinamikus tulajdonségait, stabilis—, vagy labilis voltit. Az atviteli fiiggvény definiciéja:

Az egy bemenetii, egy kimenetii linearis SISO tag W(s) atviteli fiiggvénye az y(¢) kimené—, és az u(?)
bemend jelek y(s)/u(s) Laplace transzformaltjanak hanyadosa, zérus kezdeti feltételek mellett. Vagy
ezzel egyenértékiien: a tag atviteli fiiggvénye a w(?) silyfiiggvényének Laplace transzformaltja:

W(s)=y(s)/u(s) =L{w(t)}

Az y(t) kimend jelet W(s) és u(s) ismeretében a Laplace transzforméci6 konvoliicio tétele alapjan szamithatjuk:
y(5) =W(s)u(s) = wn=L"{we)}  u@0)=L"us)}
y(t) = jw(t —TDu(r)dt :j w(tDu(t —7)dt

ahol w(t) a dinamikus tag st’llyfﬁgg(;énye%. 0

A linearis MIMO tag allapotegyenletének megoldasa. Az atviteli matrix

A tobb (j>1 szdmu) bemenetd, és tobb (k>1 szamii) kimenetll, n>1 rendli (MIMO: multi input, multi output)
rendszert absztrahdl6 jelatvivo tag kiilonféle hatdsvazlatait a 8. dbran szemléltetjiik.

x(0)

w — o Py P ! >
U, — X2 —» » u(t) dx/dt x(t) ¥(t)
upg  ——Pp Xn —» % o
nxj (m = *)
, Xn
N A kxj
= 0 B >
() (k)

8. dbra
MIMO tag kiilonféle hatasvazlatai

Az id6tartomanyban adott dllapotegyenletnek a megoldédsa az s operator tartomdnyban:

B _ sy + Bulr)
dr

y(t) = Cx(t) + Du(t)

sx(s) — x(0) = Ax(s) + Bu(s)
y(s) = Cx(s) + Du(s)
Innen egyenletrendezéssel™:
x(s) = (sI — A)"'[x(0) + Bu(s)]
y(s) = C{(sI — A)'[x(0) + Bu(s)] } + Du(s) =
= C(sl — A" x(0) +[C (sI — A)" B+ D] u(s)

Ha az x dllapotvaltozék mindegyikének a kezdeti értéke x(0)=0 , akkor:

y(s)=[C(sI = A) "' B+ D] u(s) = W(s)u(s)
y(6) = L{[C (sT— A)' B+ D] u(s)}= L {W(s)u(s)}

* W(s) szinguldris helyei az s komplex véltozé azon s=p; értékei, ahol a W(s) atviteli fiiggvény H(s) nevezdje zérus értéket vesz fel
(H(p:))=0—W(p;)=). Az étviteli fiiggvényével leirt dinamikus rendszer sajitmozgdsa exp(p;t) tipust idéfiiggvény komponensekbdl tevodik
Ossze.

» Silyfiiggvény: a tag u(t)=9(z) Dirac deltara adott vélasza, zérus kezdeti feltételek mellett. A d(z) Dirac delta elméleti jelentdséggel bird
vizsgaldjel. Egységnyi jelteriiletli impulzus, amely a =0 idOpont kivételével minden idSpontban zérus, és a =0 idSpontban oo, de jelteriilete
egységnyi. Laplace transzformdltja: L{d(t)}=d(s)=1. Ennek megfeleléen: y(s)=w(s)=W(s)o(s)=W(s), és ezért w(t)=L"'{W(s)}, illetve
W(s)=L{w()}.

* Az egyenletrendezésnél figyelembe kell venni, hogy matrixmiiveletekrdl van sz6: (s/-A)x(s)=x(0)+Bu(s) — x(s)=(sI-A)"'[x(0)+Bu(s)]. Az
inverzmétrix: (sI-A) ' =adj(sI-A )/det(sI-A).
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W(s) most a tag atviteli matrixa®’. Részletezve:

Cadj(sI — A)B +det(sI — A)D
det(sl = A)

W(s)= [C(sl ~A)'B+ D]:

A tobb (j>1 szdmu) bemenetd, tobb (k>1 szdmd) kimeneti linearis MIMO rendszer atviteli
matrixa az y(s)=W(s)u(s) kifejezéssel definialhaté. Altalanos esetben mindegyik kimendjel — a
Wiy(s) atviteli fiiggvényen keresztiil - mindegyik bemeno jeltél fiigg. Matrix alakban felirva:

() Wii(s) Wi(s) - le(s)

¥2($) _ Wai(s) Wyls) - Wy,(s) ulfS)

u;(s)

Y (s) Wa(s) W,(s) - ij(s)
A W(s) dtviteli matrix

V() =W ()i () + Wy ($)uy () + . Wy (s)u(s)  i:1,2,0k

Megjegyzés: SISO tag esetében k=1, j=1, ezért ekkor az atviteli matrix az y(s)=W(s)u(s) kifejezésnek megfeleléen a W(s)
atviteli figgvényre egyszerlisodik.

Az atviteli matrixnak kxj szamu atviteli fiiggvény részeleme van. Ezek mindegyike az s vdltozénak olyan
algebrai torje, amelyben a nevezé minden részelem esetben ugyanaz a H(s)=det(sI-A ) karakterisztikus polinom.
Ennek n fokszdma azonos a rendszer allapotvéltozdinak n szamaval, p,=4; gyokei pedig az A éllapotmatrix
sajatértékei.

Az allapotegyenlet megoldasa az idétartomanyban a konvolicio tétel alapjan szamithat6, de figyelembe kell
venni, hogy most a kifejezések matrix mtiveleteket tartalmaznak:

2ty = L x(s) }= L (57 = AV 2(0) + (57 — A" Bucs) }=
=L {(sl —A)"x(0) }+ L' {(sl — A)" Bu(s) }=
= L'{ g(s) }x(0)+ L' { #(5)Bucs) }=

= 9()x(0)+ [ 9t ~7)Bu(z) d=
0

y(t) = Cx(t) + Du(t)
#s)=(s1-A)"  p()=Lp(s)}=e"

ahol @(t)=¢* a rendszer alapmatrixa, a tD(s):L{cD(t)}=L{eAt}=(sI—A)"1=adj(sI—A)/det(sI—A ) pedig ennek a
Laplace transzforméltja.
5. Jelatvivo tagok alapstruktirai

Két, matematikai modelljével leirt SISO tag egymdssal haromféle alapstruktiirdban fordulhat eld. Ezek az
alapstruktirak a tagok soros, és parhuzameos kapcsoldsai, valamint a tagok egymason keresztiil torténd pozitiv,
vagy negativ visszacsatolasai. Az ered6 struktirdanak a tulajdonsdgai (hasonléan, mint a kapcsoldsban részvevo
egyedi tagok mindegyikének) a bemend—kimend jelek kozotti fiiggvénykapcesolatot definidlé rendszerjellemzd
fiiggvényekkel irhatok le. Az eredd fliggvénykapcsolatnak a meghatdrozdsdra célszerlien az alapkapcsoldsban
résztvevé mindkét tagot a W,(s) és Wy(s) atviteli fliggvényeikkel definidljuk, és ezek ismeretében szdmitjuk a
rendszer Wy(s) eredd atviteli fiiggvényét. A kovetkezékben a lehetséges alapstruktirdkat® targyaljuk.

Tagok soros kapcsolasa

Két jelatvive tag soros kapcsoldsakor az elsd tag y; kimend jele miikodteti a masodik tagot, tehét az elsé tag y,
kimendjele egyben a masodik tag bemené jele is*. A kapcsoldst a 9. dbra szemlélteti.

27 A MIMO tagot leiré atviteli matrix k soraban és j oszlopaban 4ll6 mindegyik atviteli fiiggvények a nevezdje ugyanaz a H(s)=det(sI-A) n
fokszdmi polinom. Gy;(s) szamlal6juk szintén polinom, amelynek azonban m fokszdma legfeljebb azonos a H(s) n fokszamaval (ha D#0),
dltaldban azonban m<n (ha D=0). Ennek magyardzata az adj(sI-A) matrix legfeljebb (n—1)x(n—1) mérete.

2 A jelitvivé tagok alapstruktirdiban értelmezett soros—, parhuzamos kapcsoldsok nem azonos fogalmak az dramkordkben alkalmazott
dramkori elemek soros—, és parhuzamos kapcsolasaival!

¥ Szerkezeti megolddsban a soros kapcsolds akkor hozhat6 1étre, ha az elsé tag y; kimené jele, és a masodik tag y; bemend jele azonos fizikai
jelhordozokkal rendelkeznek.
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s ¥(s)
o w2 was) 4 Wl We(s)=Wis)Wa(s)  |—»
YUS)=Wils)u(s); ¥ ()=Wa(s)yi(s) ¥(5)=Wa(s)y(s)=Wa(s) Wi()u(s)= Wi(s)u(s)

9. dbra
Tagok soros kapcsoldsa

A soros kapcsolas eredd atviteli fiiggvénye a két atviteli fliggvény szorzata. A kapcsolasban szerepld tagok — az
eredd jelatviteli tulajdonsag megvaltozasa nélkiil — egymadssal felcserélhetdek. Aramkori példa (lasd 10. dbra).

Z.(s

R Z (s) R,Z (s)
W (s) = ——~ w. = 14 =
1(s) R, 5 (s) Z, ) 2 (5) R,Z,(5)

) 10. dbra
Aramkori példa tagok soros kapcsoldsara

Tagok parhuzamos kapcsolasa

Két jelatvivo tag parhuzamos kapcsoldsakor mindkét tag bemend jele azonos, az eredd kimend jel az egyes
tagok kimend jeleinek az dsszege®. A parhuzamos kapcsoldst a 11.4bra szemlélteti.

yi(s)
> Wis) —Jl
I/[(S) y(s) M(S) W ( _W W y(S)
L5 — 5 r(S)=Wi(s)+W(s) L~ 5
WZ(S) yZ(S)
Y($)=y1(s)+y2(s)=Wi(s)u(s)+ Was)u(s)=
V)= Wils)u(s); x(s)=Wa(s)u(s) =[Wils)+ Wa(s)lu(s)=Wi(s)u(s)

11. dbra
Tagok parhuzamos kapcsoldsara

A pérhuzamos kapcsoldsban szerepld tagok — az eredd jelatviteli tulajdonsdg megvaltozdsa nélkiil — egymassal
felcserélhetdek. Aramkori példa (lasd 12. dbra).

% Szerkezeti megoldasban a parhuzamos kapcsolds akkor hozhat létre, ha mindkét tag u bemend jele, és mindkét tag y;, y, kimené jelei,
azonos fizikai jelhordozokkal rendelkeznek. A soros—, és a pdrhuzamos kapcsolds tetszOleges szdmu tagra is kiterjeszthetd. Soros
kapcsoldskor Wg(s)=IIW(s), pairhuzamos kapcsolaskor Wx(s)= ZWy(s).
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R,
R
—
u R,
b—
R
Wi(s)=- RV
b : Osszegz0 erdsitd
7 Zy(s) R, Z‘.(S)J R.Z,(5)+R,Z,(s)
RO oK _
Wy(s)=— Z,) R, Z,(s) R,Z,(s)
L | .
-00

. 12. dbra
Aramkori példa tagok parhuzamos kapcsoldsara

Tagok visszacsatolasa

Két jelatvivo tag egymadssal visszacsatolt kapcsolast alkot, ha a W,(s) atviteli fiiggvényl visszacsatolt tag (s)
bemend jele a rendszer u(s) bemend jelének, és a Wy(s) atviteli fliggvényti visszacsatolo tag v(s) kimend jelének
az Osszege (pozitiv visszacsatolds), vagy kiilonbsége (negativ visszacsatolds). A visszacsatolds alapstruktirdja
kiilonleges jelentOséggel bir. Ebben a struktirdban a jelek egy zart hatdslanci (u—e&—y—v—e¢) hurokban
terjednek, aminek elényds, és hatranyos®' tulajdonsdgai vannak. A visszacsatolds hatdsldncaban jelentSs szerepe
van az egyébként egymdssal soros kapcsoldst alkotd, Wy(s)=W;(s)W(s) un. hurokatviteli fiiggvénynek. A
kapcsoldst a 13.dbra szemlélteti.

S
us) — &5) | ) (s) - u(s) W) - M) y(s)
g IE LEW, ()W, (s) >
+(s)
W,(s) Y(s)=Wi(s)e(s)=Wi(s)lu(s)£v(s)]=
=Wils)lu(s)=Wa(s)y(s)]
¥(s)=Wi(s)/T1£W(s)Wy(s)Tu(s)=Wg(s)u(s)
Y(s)=Wi(s)e(s);  v(s)=Wals)y(s) + eldjel: negativ visszacsatoldskor érvényes
&(s)=u(s)2v(s) — eléjel: pozitiv visszacsatoldskor érvényes

13. dbra
Tagok visszacsatoldsa

Miutén a szabélyozdsi rendszer is a negativ visszacsatolas elvére épiil, ezért az erre vonatkozé

W) W 1 W)
Wi (s) = = =
1+ W (W, (s) 1+W,(s) W,(s) 1+W,(s)

ered6 atviteli fliggvény képletének a zart szabdlyozdsi rendszer eredd jeldtviteli tulajdonsdgainak
meghatdrozasiban is alapvetd jelentGsége van®. A visszacsatolds zdrthurki jelterjedési viszonyai — kiilondsen a
pozitiv visszacsatolds mellett — stabilitdsi problémakhoz vezethet. A kapcsoldsban szerepld tagok — az eredd
jelatviteli tulajdonsdg megvaltozasa nélkiil — (a W,(s)=W,(s) eset kivételével) egymadssal nem cserélhetok fel.

Megjegyzés
Ha W,(s)=k;, Wa(s)=k, id6késleltetés nélkiili ardnyos tagok, a visszacsatolt rendszer hatdslanca algebrai hurkot alkot™.
Ekkor az eredd atviteli fliggvény (az eredd atviteli tényezd) ko=k;k jelolés mellett:

W, (s) kK 1k

Wy(s) = — = - -
IFW(W,(s) 1Fkk, Kk, 1Tk,

Pozitiv visszacsatolds, és ky=1 hurokerdsitési érték mellett 1-ky=0, és ezért formdlisan Wx(s)=cc. A pozitivan visszacsatolt
algebrai hurok k,>1 hurokerdsités mellett nem iizemeltethetd, mert a struktira barmilyen kis értékii ou bemend jele a

3 A visszacsatolds hétranyos tulajdonsaga a struktira labilitisdnak a lehetésége, a stabilis tagokbdl felépiil§ visszacsatolds labilissd vélhat.

2 A stabilis negativ visszacsatolds eredé atviteli fiiggvényének képletébol lithatéan Wo(s)>>1 esetében Wi(s)=1/Wi(s), vagyis az eredd
atviteli fiiggvény (kozelitdleg) a visszacsatolo tag atviteli fiiggvényének reciproka. Ez a tulajdonsdg a Wy(s) dtviteli fliggvénynek, illetve a
szabalyozdsi kor visszacsatolasdban szerepld érzékeld szervének kiilonleges jelentdséget ad.

P g, egy idealizalt dllapot, a valdsdgos viszonyok mellett a bemend—, és a kimend jelek kozotti jelkésleltetés altalaban jelen van.
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visszacsatolds eredd kimend jelét a telitddésbe viszi. A pozitiv visszacsatolds az erdsitési tényezd novelésére, vagy integrald
tag megvaldsitasara haszndlhato.

Aramkori példa (1asd 14. dbra).

R
R,
R R Z
Wi (s) = L = 2, (5)
+ R 26 RZ()+RZ,(5)
y R, Z,(s)
=i
0sszegz0 erdsitd

Z(s) Megjegyzés

‘ A miiveleti erdsitok fazisfordito
tulajdonsdga (A=—), valamint a hurokban
Z,(s) 1év6 pdratlan szami miveleti erdsitd
Z,(s) Z(s) kovetkezményeként az adott dramkori példa

visszacsatoldsa negativ!

W,(s)=—

14. dbra
Aramkori példa tagok visszacsatoldsdra

Legyen W,(s)=G,(s)/H,(s), és Wy(s)=G,(s)/H,(s). Ekkor a tagok soros kapcsolds esetében az eredd atviteli
fuiggvény Wr(s)=G(s)G(s)/1H (s)H(s)], a tagok  parhuzamos  kapcsolds  esetében  pedig
Wr(s)=[G(s)H(s)+Gx(s)H,(s)VIH(s)Hy(s)]. Tehat mindkét esetben a nevezd ugyanaz a Hg(s)=H;(s)H(s)
kifejezés. A stabilitds feltétele a Hy(s) — és ezen beliil a H,(s) és a Hy(s) polinomok — Hurwitz polinom volta. Ha
tehat a tagok a soros, és a parhuzamos kapcsoldsaiban mindkét tag aszimptotikusan stabilis*, az eredd rendszer
is rendelkezik ezzel a tulajdonsdggal. Ha viszont a tagok valamelyike labilis, akkor az eredd rendszer is az.

Nincs ez igy a visszacsatolis esetében®™. A visszacsatolds eredd 4tviteli fiiggvénye ugyanis
Wr(s)=G(s)H(s)/1H;(s)Hy(s)£G;(s)Gx(s)]. Az eredd visszacsatolt rendszer most akkor stabilis, ha a Hp(s)=
H(s)H,(s)xG(s)Gy(s) Hurwitz polinom36. Ekkor stabilis tagok esetében is lehet az ered6 rendszer labilis, vagy
labilis tag megfeleld visszacsatolasaval az eredd rendszer stabilizdlhato.

Példa
Két jelatvivo tag atviteli fiiggvénye:

W,(s) = G,(s) _ k, _ 4 W,(s)= G,(s) _ k, :L
H,(s) A+sT)1+saoT) (1+3s)(1+2s) H,(s) 1+spT 1+s
k=4, T=3, a=2/3 p=1/3

A W,(s) atviteli fiiggvény stabilis tagot a Wy(s) atviteli fliggvényl stabilis taggal negativan visszacsatoljuk. Hatdrozzuk
meg, hogy mekkora legyen a visszacsatol6 tag k,>0 dtviteli tényezdje, ha az eredd rendszernek aszimptotikusan stabilisnak
kell lennie! Lathatéan H,(s)=(1+3s)(1+2s) Hurwitz polinom, miutin mindkét gyoke p,= —1/T= —1/3<0, p,= —1/aT= —
1/2<0. A H(s)=(1+s) is Hurwitz polinom, mert gyoke p;= —1/fT= —1<0. A stabilis tagokat tartalmazé negativan
visszacsatolt rendszer stabilitdsat meghatdrozo karakterisztikus polinom:

Hg(s)= H(s)Hx(s)+G(s)Gx(s)=(1+sT)(1+saT)(1+spT)+k k=
=5’ afT’ +s*(a+f+af) T +s(1+o+p)T+1+kk,

Ennek gyokei akkor negativ valds résziiek, ha az egyiitthatok mindegyike pozitiv szdm, valamint az egyiitthatokbol képzett
H, Hurwitz determindns, €s ennek féatldjara timaszkod6 minden H; aldetermindns is pozitiv érték. Az egyiitthaté feltétel
kik,=k>—1 mellett bizonyosan teljesiil. A harmadfoku polinom Hurwitz determindnsa €s az aldetermindnsok:

A Hy(s)=H,(s)Hy(s) akkor Hurwitz polinom, ha H,(s) és Hy(s) kiilon—kiilon is Hurwitz polinom. A Hurwitz polinom minden p; gydke
negativ, vagy negativ valds résszel rendelkezik. Ha a Wg(s) atviteli fiiggvény Hpg(s) nevezdje Hurwitz polinom, akkor az eredd rendszer
sajatmozgdsanak tranziens komponensei ,,lecsengenek”, vagyis: t—o mellett Zexp(p;t)—0.

¥ Szerkezeti megvaldsitisban a visszacsatolds akkor hozhat6 létre, ha a visszacsatolt tag y kimend jele, és a visszacsatolé tag bemend jele—,
valamint a visszacsatolt tag ¢ bemeng jele, és a visszacsatol6 tag v kimend jele azonos jelhordozéval rendelkeznek. A MATLAB series,
parallel, feedback, cloop fiiggvényei timogatjdk az alapkapcsolasok eredd atviteli fiiggvényeinek kiszamitdsat.

% A — el6jel a struktiira pozitiv visszacsatoldsa mellett érvényes. Ekkor a rendszer labilitdsra val6 hajlama jelents.
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(a+ B+ of)T? 1+k 0
H, = afT? (I+a+ BT 0
0 (a+p+af)T* 1+k
H, =(a+B+af)T*=(2/3+1/3+2/9)3* =11>0
2 11 1+k
H,, =@+ P ap)T Tk =666 6k = 60— 6k
ofT- (+a+p)T1| |6 6

H, =(+kH,,

Lathat6éan, H,,>0, ha k<10. Pozitiv k korer6sités mellett H,;=(1+k)H,,>0, ha H,,>0, ezért a stabilitds feltétele a H,,>0
teljesitésére egyszertisodik. Ebbdl —1<k=4k,<10, illetve —1/4<k,<10/4. A negativ visszacsatolds miatt 0<k,<10/4. Vegyiik
észre, hogy a stabilitdsi hatarhelyzetet jelentd ku,, kritikus erésitési tényezd értéke nem az idédllandoktdl, hanem ezek
egymashoz képesti a, f viszonyszamatol fligg.

Példa
Két jelatvivo tag atviteli fiiggvénye:

G, (s) K st +1_ 2s+1 W,(s) = G, (s) —k, 1+57, —k, 1+4s
H,(s) sT, -1 3s—1 H,(s) 1+ T, 1+5s
k=1, 7,=2, T,=3, 7,=4, T,=5

Wi(s)=

A W(s) atviteli fiiggvényl labilis tagot a W,(s) atviteli fiiggvény stabilis taggal negativan visszacsatoljuk. Szdmitsuk ki a
visszacsatolé tag k, atviteli tényez§jét, ha az eredd rendszernek aszimptotikusan stabilisnak kell lennie! Lathatéan
H(s)=(3s—1) nem Hurwitz polinom, miutdn gyoke p,=1/T,= 1/3>0, és ezért W,(s) labilis tagot jelenit meg. A labilis tag

atmeneti fiiggvénye:
T+l 4T, 1 T +T, T 54
V()= L'k, 2L S pnd TR G T kR ) G |
sT,—1s sTi=1 s T, 3

A H(s)=(5s+1) Hurwitz polinom, mivel gyoke p,= —1/T>= —1/5<0, és ezért Wy(s) stabilis, (6nbedlld) tagot definidl. A
stabilis tag atmeneti fliggvénye:

L 1t
v, (1) =L kzﬂl =k, L ﬁ_'_l =k, TZ__TZe 241 |=k, —]e 541
1+sT, s 1+sT, s T, 5

A negativan visszacsatolt rendszer stabilitasat meghatarozé karakterisztikus polinom:

H ¢ (s) = H,(s)H, () + G,(5)G, (5) = (sT, = 1)(A + 5Ty + k ko (s7, + 1)(1+ 57,) =
=TTy + (T, = T,)s — 1+ k ky7,7,8° + kky (7, + 7,)s + k k,y =

=(IT, + kky1,7y)s” + [T, = T, + kky (7, +7,) s — 1+ k&, =

= (15+8k,)s” + (=2 +6k,)s — 1+ k,

Matematikai tétel szerint Hg(s) akkor Hurwitz polinom, ha a mdsodfokd polinom minden egyiitthatéja pozitiv érték. Ez
akkor teljesiil, ha 15+8k>>0, —24+6k,>0, —1+k,>0, illetve k;>—15/8, k,>2/6=1/3, k,>1. Mindhédrom feltétel teljesiil, ha k,>1.

Az eldzdéekben vézolt alapstruktirak felhaszndlasaval tetszéleges bonyolultsagu linedris rendszer — koztiik a
linedris szabdlyozds — hatdsvazlata épithetd fel. Ezeket az alapstruktirdkat hallgatélagosan mar kordbban is
felhasznaltuk.

5. s180 tag differencialegyenletéhez rendelheto
- P, I, X linearis alaptagokat tartalmazé — hatasvazlatok

Linearis alaptagok: P (proporciondlis, idékésés nélkiili ardnyos tag), kimend jele a bemend jelének dlland6
szorosa: y(t)=kx(t), atviteli fliggvénye Wp(s)=k ahol k az dtviteli tényezd. I (integrdlo tag), kimend jele a bemend
jelének id@szerinti integralja: y=y( 0)+u(r)dt, differencidlegyenlete dy(t)/dt=u(t), atviteli fiiggvénye W(s)=1/s. X
(0sszegzo tag), kimend jele a bemeno jeleinek az 6sszege: y(1)=2u,(t), y(s)=2ui(s )37. A linedris alaptagok soros—,
parhuzamos—, és visszacsatolast tartalmazé alapkapcsoldsaival tetszélegesen bonyolult linedris rendszer
hatdsvazlat struktirdja felépithetd. Az alaptagokbdl felépitett hatdsvdzlat alapjdn — az integrdlo tagok kimend
Jjeleit dllapotvdltozoknak elnevezve — az dtviteli fiiggvényével leirt tag dllapotegyenlete is meghatdrozhato.

Az atviteli fiiggvény kozvetlen felbontasa

37 Téagabb értelemben a H jelii holtidds tagot is a linedris alaptagok kozzé soroljuk. A holtidés tag kimend jele 7), holtidé elteltével koveti a
bemend jelét: y=u(t-T,), T;>0. A holtidds tag atviteli figgvénye a Wy(s)=exp(—sT}) transzcendens kifejezés.
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Holtid6 nélkiili, masodrendti rendszert vizsgalunk, de az n rendl esetben is az itt bemutatott eljarast lehet
alkalmazni.

d’y@) ., dy(@) d*u(t)  du(t)
— =+ ——+hy(t) = + + g u(t
e " L, y(1) =g, e 81 a’ g,u(?)
2
YO s = 808 t85t+8, G
u(s) s*+hs+h, H(s)

Ha az i(s) segédvaltozé bevezetésével az atviteli fiiggvény G(s) szamlaldjat, és H(s) nevezdjét az s’zi(s)
kifejezéssel szorozzuk, akkor kapjuk:

_ y(s) _ gos2 +g,5+8, s72i(s)
u(s) ST hys+h,  s7(s)

W(s)

Az y(s):G(s)s’Zi(s), és az u(s):H(s)s’Zi(s) azonossagok alapjan—, illetve az y(s) és i(s) fiiggetlen véltozdokra
torténd rendezéssel, az atviteli fliggvény kozvetlen felbontdsdhoz juthatunk:

V()= (8o + 857 + 825 7)ils)
u(s)=A+hs™ +hys2)ils) = i(s) =[u(s) = ks i(s) = hysi(s)]

Az utébbi egyenletekbdl — figyelembe véve, hogy s~ az integralds operdtora — felépithetd a masodrendii rendszer
P, I, és X linedris alaptagokat tartalmazo hatdsvazlata®® (lasd 15. abra).

g0 8ol
s
» 81 85 !
Ll
i s 570
M_> ho= ' I > J‘ D> 82
X ’
X=X X
T
—hz
15. dbra

Az atviteli fiiggvény kozvetlen felbontdsa

A differencidlegyenletben, az 4tviteli fiiggvényben, illetve a hatdsvdzlaton szerepld h, h; €s gz g1, go
egyiitthaték mindegyike tetszGleges valés szam™. Fontos tulajdonsdga a kozvetlen felbontds alapjén kapott
struktdrdnak, hogy a H(s) karakterisztikus polinom /; és h, egyiitthatéi az integratorok visszacsatoldsaiban
jitszanak meghatdroz6 szerepet. A hatasvazlat integralé tagjainak kimeno jelei a masodrendii dinamikus
rendszer x; és x, allapotvaltoz6i®. Ezekkel a jelolésekkel a masodrendii rendszer allapotegyenlete:

dx, (1)
T | —hy || x(® 1
dx, (1) { 1o me o
dt
) 5 ()
)= [(gl -8&h) (g, _gohz)] + gou(t)
X, (1)

A két elsérendii linedris differencidlegyenletet, és az y kimend jelet meghatdrozé algebrai egyenletet
tartalmazé allapotegyenlet — az adott u(f)-re vonatkozd y(f) vélasz meghatdrozdsanak szempontjabdl —
egyenértékli a SISO tagot leiré mdsodrendl, élland6 egyiitthatdji linedris differencidlegyenlettel. Az

# Az i(s) jelet két, egyméssal sorosan kapcsolt integrdlé tagok lincolatinak bemenetén miikddtetve az elsé integrator kimend jele s™'i(s), a
masodiké s'[s7 i(s)]=s"i(s). Ha a rendszam n, s™"i(s) segédviltozdval kell szamolnunk. 1/s az integral6 tag étviteli figgvénye.

¥ Vegyiik figyelembe, hogy a differencidlegyenletnek — a karakterisztikus egyenlet vezet$ egyiitthatéjdra — normalizalt alakjat hasznaljuk,
ezért hyp=1, hi=a/ay, g=b/ay.

Az dtviteli fiiggvény kozvetlen felbontdsdval kapott hatdsvézlat struktira figyelmet érdemlé ismérve az integrdlo tagok egymdst
miikodtetett, soros kapcsoldst alkoto lancolata (1dsd a hatdsvazlatot). Az iranyithatésagi kanonikus alaknak ez jellegzetes tulajdonsdga. A
rendszdm n>1, és az integrdlé tagok szdma azonos az n rendszdmmal. Az irdnyithatdsdgi kanonikus alaknak a szabdlyozdselmélet
allapotirdnyithatosdgi kérdéskorének targyaldsandl van jelentdsége.
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allapotegyenlet megolddsa azonban nem csupdn az y(z) kimend jelet szolgdltatja, hanem a rendszer x(t)
allapotvaltozéit is megadja, mivel az y(f) meghatdrozdsit meg kell eldéznie az x(¢) 4llapotvéltozok
kiszamitasdnak®'. Az x(t) meghatérozésa a differencidlegyenlet megoldasat igényli.

Az atviteli fliggvény kozvetlen felbontdsa alapjan szarmaztatott dllapotegyenletnek jellegzetes tulajdonsaga,
hogy a rendszdm n>1 tetszdleges értéke esetben az A dllapotmatrix alakja:

= =hy —hy e =B —h,

1 0 o - 0 0
0 1 0 - 0 0
A=l T
0 0 0 0 0

=]
(=]
S
S
—_
=]

Lathat6éan A els6 sordban a karakterisztikus polinom negativ egyiitthatéi allnak. Az allapotmatrixbdl kovetkezik,
hogy az x,(t) allapotvaltozo dx;(t)/dt sebessége az x;_((t) dllapotvaltozdval azonos (dx,(1)/dt=x;,(t), i=2,3, ...,n), és
csupan az x; allapotvaltozé dx,(t)/dt dllapotsebessége fiigg minden allapotvaltozo6tdl, hacsak a h; (i=1, 2, ..., n),
egyiitthatok valamelyike nem zérus. Az éllapotegyenletnek ez az alakja az iranyithatésagi kanonikus alak. n
rendszdmra részletezve:

d);t(l) =—hx,(t) = hyx,(t)--- = h,x, (t) + hyu(t)
dx, (t

x;t() =x (1)

dx, (1

x;;( ) =x,(0)

dx, (t

xdn_tU Cx )

Az éllapotvéltozok dltal kifeszitett n dimenzids dllapotteret ekkor fdazistérnek nevezziik, amely n=2 kétdimenzids
esetben a fazissik*.

Az adott u(t), x(0) hatasara keletkezett x() megoldast szemléltetd allapottrajektoriat (harmadrend? rendszer
esetében) a 16. dbra tartalmazza. Az éllapottrajektéria az adott u(z) gerjesztés, és x(0) kezdeti feltétel hatasara
keletkez6 x(t) dllapotvektor végpontjainak mértani helye, mikdzben a ¢ idévaltozo egy tetszéleges intervallumot
befut. A trajektoria a ¢ idével paraméterezett térgorbe, a ratett nyil irdnya az id6é novekedésének az iranyat
mutatja. Lényegét tekintve az x,(t), x,(1), x5(t) allapotvaltozé id6fiiggvényeinek egy térbeli abrazoldsi formdja.

Az dllapottér AZ_ allqla/pgt
(state space) ) trajektoria
e ” =151,
u(t): adott Az éllapotvektor a 1,
id6pillanatban
x3(12)
A kezdeti feltétel
allapot vektora %

X1

16. dbra
A tranziens folyamat szemléltetése dllapottrajektoridval

Az egyiitthatok szamértékei alapjan mar a mdsodrendl rendszer is szdmos, kiilonféle tulajdonsdggal
rendelkez6 jelatvivo tagokat definidlhat. Ezek koziil — a szabdlyozési rendszerek analizisében gyakran hasznalt —
néhany fontosabbat tablazatban foglalunk 6ssze. A tablazat differencidlegyenleteiben taldlhato hy, hj, h; és go, g,

A MATLAB mind az egy egyenletbdl 4ll6 n renddi linedris differencidlegyenlet megolddsit, mind az n szdmd els6rendi
differencidlegyenletb6l ~ all6  differencidlegyenlet — rendszer  (az  dllapotegyenlet)  megolddsiat  hatékonyan  tdmogatja:
[y,x]=1sim(G,H,u,t), [y,x]=1sim(A,B,C,D,u, t,x0)). A v(t) dtmeneti fiiggvény—, vagy a w(t) silyfiiggvény szamitdsa
MATLAB tiamogatdssal: [v, x, t]=step (G, H), [w,x,t]=impulse (G,H). Az dtviteli fliggvénybdl az dllapotegyenletet
iranyithatésagi kanonikus alakjdnak paramétermadtrixait az [A,B,C,D]=t£f2ss (G, H) utasitissal lehet meghatdrozni. A rendszer
sajatmozgasanak meghatarozasat timogat6 MATLAB utasitds: [y, x, t ]=initial (A,B,C,D,x0,t) .

“ Tt kell megjegyezniink azt a tulajdonsdgot, hogy az atviteli fiiggvénynek a kozvetlen felbontdstdl eltérd, de vele egyenértékii masfajta
felbontdsai is 1éteznek, ezek egyikére a kovetkezOkben tériink ki.
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g» egyiitthat6krdl feltételeztiik, hogy valds, pozitiv értékii szamok™, vagy egyes esetekben valamelyikiik értéke
zérus. Ebbdl kovetkezdleg az atviteli fliggvényekben szerepld k, k;, ko T, T, T;, & wo paraméterek szintén pozitiv
értékek, és a h, g egyliitthatokbol szarmaztathatok. A tdbldzatban a differencidlegyenleteket (LDE)-, a W(s) atviteli
fliggvényeket—, és a v(¢) atmeneti fiiggvényeket szerepeltettiik, a w(z) sulyfiiggvények—, és a W(jw) frekvencia
fliggvények meghatdrozasat az olvaséra bizzuk.

Név hy h h, g, & & Differencidlegyenlet Awviteli fiiggvény Atmeneti fiiggvény
W(s)= y(s)/ u(s) v(t)=L{W(s)/ s}
P 0 0 h 0 0 g Iy y(t) = g,u(t) k KI(t)
dy k 1 t
0 0O 0 O h—=g,u 4 =— kt=—
h 8> " 82 s o, T
D 0 0 h 0 g O h2y=gl% kys=sT, k,6(t)=T,6(t) nem realizdlhato
y t k =
T 0 0 0 —+hy=g,u k(l—e T
by hy 82 b=ty =8 . g ( )
-2
d? dy k B V1-¢° 1-¢
T, hy b by 0 0 g hathZahy=gu o k[l+———sin( S g,
dt dt 1+ 28Tys+ Ty s /1_52 T, -¢
PD, 0 O h, O g g, h2y=gl%+g2u k(1+sT,) k[1+T,6(t)] nem realizdlhato
t
dy du 1+sT, T,-T —
PD 0 h 0 h——+hy=g —+g,u k——== k(1 + e’) T,>T
Iy 81 & Yt Y =81 d 8> 14T ( ) T,
dy du 1+ 5T, t
Pl 0 0 0 h—=g,—+g,u k———— k(1+—
Iy 81 & " 8 u &> ST ( T,)
dZ
0 h 0 b 0 0 g  hZLiny=gu - k(1 - cos )
dt s”+ @,
stb.

A tablazatban felsorolt tagok megnevezései: P (aranyos — proporciondlis — tag, kimend jele a bemend jelével
ardnyos, k=g/h, atviteli tényezd), I (integralé tag, kimend jele a bemend jelének idd szerinti integrdljdval
ardnyos, kimend jelének a sebessége ardnyos a bemend jellel, k;=g,/h; integraldsi atviteli tényezd), D (idealis
differencial tag, kimend jele a bemend jel differencidlhdnyadosdval ardnyos, k,=g,/h, differencialdsi atviteli
tényezd, nem realizdlhaté™), T (egytrolés ardnyos tag, k=g»/h, dtviteli tényezd, T=h,/h, idddllandé), T
(kéttarolés leng6™® tag, k=gy/h, atviteli tinyezo, To=N(hy/hs) id6dlland6, 2ET,=h,/hy, 0<E<1 csillapitési tényezd
(damping factor)), PD; (idedlis aranyos+differenciald tag, k=g/h, T,=g1/g,, nem realizdlhato), PD
(realizdlhaté ardnyos+differencidld tag k=g/h,, T,=gi/g2 T=h/h;), PI (aranyos+integralé tag k=g,/h;,
Ti=g1/g:), 0 (oszcillator, lengd tag, k:gz/\/(hghz), a)ozzl’lz//’l()). Az atmeneti fliggvényeket a
differencidlegyenleteknek az u(7)=1(t) gerjesztésre, és zérus kezdeti feltételekre vett megolddsaval, vagy a
v(t)=L" {W(s)/s} inverz Laplace transzformécio kiszdmitdsdval lehet meghatdrozni.

Az egységnyi dtviteli tényezovel (k=1) rendelkezd kéttarolds lengd tag (T: tag ) differencidlegyenlete és
paraméterei:

h %+hzy(t) = g,u(t)
h0=T02 h=28T, hy=1 g,=1
dy(1)

S22 () = u)

d’y()
hy —dt2 +

72 d*y(1)

T,>0 0<¢<l1

Szabdlyozastechnikai szempontbdl ennek a tagnak az a jelentOsége, hogy a zart szabdlyozdsi rendszer u,(t)
alapjele—, és y(t) szabdlyozott jellemzdje kozott ilyen differencidlegyenlettel szeretnénk — legalabb is kozelitdleg
— lefrni a jelatviteli viszonyokat. A differencidlegyenlethez rendelhetd, linedris alaptagokat tartalmazé
hatdsvézlat felépitéséhez a differencidlegyenletet rendezziik a d°y(1)/df’ kifejezésre, és ennek kétszeres
integrdldsaval allitsuk eld az y(¢) kimend jelet.

# Természetesen az is lehetséges, hogy az f, illetve g egyiitthaték valamelyike negativ szam. Az ilyen tulajdonsdgokkal rendelkezé (labilis,
és nem minimum fézisi) tagokat a tdblazatban nem szerepeltettiik, ezeket a késobbiekben targyaljuk.

“ A ,nem realizdlhat6” fogalom azt jelenti, hogy nem hozhaté létre olyan fizikailag megvaldsithaté szerkezet, dramkor, stb., aminek
matematikai modellje az adott differencidlegyenlet lenne.

4 A Kéttarolés lengd tag (T tag) a szabdlyozdstechnika fontos fogalma, mert a zart szabdlyozdsi rendszer tulajdonsdgait — legaldbb is
kozelitdleg — ilyen taggal szeretnénk lefmi. A tag W(s) atviteli fiiggvényének pélusai a p=[-+V(1-&)V/T, negativ valés részii konjugalt
komplex péluspar (0<¢<1, T,>0).
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d’y@) _ 25 dyn) 1

e A U +— t
ar’ T, dt T} o u( ’
Az alaptagokbdl felépitett hatdsvazlat a 17. abran lathato.
dy(t)/dr dy(t)/dt y(1)
u(1) k dx /dt x=dx,/dt xz
— = — S I > >
0
_2% |
7, |
N
i
17. dbra

A T; tag hatdsvézlata

Az integrald tagok x;, és x, kimend jelei a rendszer allapotvaltozdi. Ezekkel az allapotegyenlet:

dx; 2

%=— ¢ (t)— xz(t)+ u(t)
dx

ﬁ ](t)

(1) =x,(1)

{xl(f)} - _Lz {"l(’)} % ) = A _ZT§ _% B %
4 = u = =
dt | x,(1) 10 00 X, (1) 8 10 00 8
yn=[o 1]{;6‘((?)} = c=[ 1] D=0

2
A tag atviteli figgvénye:
W(s) = G(s) 1 ()

H(s) 142ET,s+T2s°  u(s)

A kéttdrolds lengd tag (T tag) karakterisztikus egyenlete €s ennek gyokei (ldsd 18. abra):

£oNe-t T,>0 0<&<1

T2 +26Ms+1=0 = ===
0 ‘fTo Pia 1, 1,

J
.............. T
JO=IT
H D1 0
o=t P2
TO
18. dbra

A T; tag karakterisztikus egyenletének gyokei (a domindns pdluspdr)

A tag v(t) atmeneti fiiggvényét inverz Laplace transzformdciéval szamithatjuk:

0

To h_ 2 1 &2
1--< [\/1— % cos Té: t+&sin Té: t] 0<é<l
— 0
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Az dtmeneti fiiggvényt MATLAB timogatdssal*® dbrazolva (Idsd 19. dbra):

T0=1;2z=0.25; [G,H]=0xrd2 (TO, z) ;grid on;step (G, H);

1.5
AVax
1 - — L =
g s
E oo
o5F —[- -~
| |
) | |
| | Ty=1, £&=0.25
I I I
o) ! ! ! I
(o] 5 10 15 20 25

Time (sec.)

19. dbra
A T; tag dtmeneti fiiggvénye

Figyeljiik meg, hogy a T: tag v(z) dtmeneti fiiggvényének Av,,, tillendiilése kizardlag a ¢ csillapitdsi tényezd
fiiggvénye. £=0 esetben ez a tillendiilés Av,,,,=1, és a rendszer oszcillatorként viselkedik. A hatdsvazlaton a =0
eset annak felel meg, amikor a két, egymassal soros kapcsolast alkotd integrald tag negativan van visszacsatolva
(vagyis a belsd visszacsatolds hidnyzik). A hatdsvazlat ekkor egy oszcilldtor jeldtviteli viszonyainak absztrahalt
leirdsa. Egy tényleges — a ¢=0 esetnek megfeleld — aramkori kapcsolds (lasd 20. abra):

R

1
e

R
y — o
0 o
-00
0sszegzd erdsitd integrator integrator

Megjegyzés 1V
A miuveleti er6sit6k fdzisfordito tulajdonsiga ( CJ 1
(A=—00), valamint a hurokban 1évé pdratlan szami Wy (s) = sl —=— -
miiveleti erdsitd kovetkezményeként az adott 1 s“(RC)” +1
aramkori példa visszacsatoldsa negativ! * SRC

20. abra
A &=0 esetnek megfeleld dramkori illusztracié (RC oszcilldtor)

A csillapitdsi tényezdk kiilonféle értékeihez tartozd suly—, és atmeneti fiiggvényeket MATLAB tdmogatdssal
szamitjuk, a 21. dbrdn az dtmeneti fiiggvényeket mutatjuk.

YA [G,H]=ord2 (T0, z) MATLAB fiiggvény a T, £=z paraméterekkel rendelkezé T, tag W(s) dtviteli fliggvényének G(s) szdmlalojat és
H(s) nevezdjét definidlja.
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Step Response
Front U(1)

k=1;T=1;

for i=0:10
grid on;
t=0:5*pi/100:5*pi;
G=k;H=[T*T 2*1/10/T 11;
impulse (G, H, t) ;hold on;

end

pause;clf;

for 1=0:10
grid on;
t=0:5*pi/100:5%pi;
G=k;H=[T*T 2*1/10/T 11];
step (G, H, t) ;hold on;

Amplitude
To: Y(1)

end

21. dbra
A Te tag dtmeneti fliggvényei a & csillapitési tényezd kiilonféle értékeire

A kéttarolos lengd tag atmeneti fiiggvénye ¢=0 esetben csillapitatlan lengd mozgast végez, szemben a ¢=1
esettel, ami az aperiodikus bedlldas hataresete. A csillapitatlan lengés periddusideje 7=2nT,, lengési
korfrekvencidja wo=2n/T=2n/(2xTy)=1/T). (wo=1/T, a T tag un. csillapitatlan sajit korfrekvencidja, a \/( 1—52 Wy
= a)g\/( 1-&) a csillapitott sajat korfrekvencia). Ha a stabilis zart szabdlyozdsi rendszer Wp(s) eredd atviteli
fliggvényének polus—zérus eloszldsa olyan, hogy egy un. pr=—ogtjwg domindlé pélusparon kiviil minden tovabbi
polus valds része —og;<—30x, akkor a zart rendszer jelatviteli tulajdonsdgai — legaldbb is kozelitéleg — a kéttarolds
lengd tag tulajdonsagaival jellemezhetdek.

Az atviteli fiiggvény parhuzamos felbontasa
A W(s)=G(s)/H(s) atviteli fiiggvényli SISO tag u(t)=0J(t) Dirac impulzusra adott y(z)=w(t) sulyfiiggvény

vélasza — feltételezve, hogy a H(s) nevezé minden p; gyoke egymadstol kiilonbozd, és n>m — a W(s) részlettortre
bontasaval®’, valamint annak figyelembevételével, hogy L{d(1)}=1, egyszeriien szdmithat6*®:

y(8) =W(s)u(s) =g, =

n

fmI(s—z,) [
H(S—P;)
i=l

PR - SRR/ T (R
S=P STD, S Pn

"
y(t) = L{w(s)}= wt) = Zrie’)’l =ne" 4 e’ e
p

A részlettortre bontds eredményeként a W(s) atviteli fiiggvény r; As—p;) tagok® pdrhuzamos kapcsoldsabél
felépitett hatdsvazlata hozhat6 1étre, amelyet tovabb egyszertisitve, az egyes parhuzamosan kapcsolt részek P, 1
és X linedris alaptagokbdl allithatok el6 (lasd 22. abra).

4T A részlettortre bontdst tamogat6 MATLAB fiiggvény: [r, p, k] =residue (G, H) .

8 Az dtviteli fiiggvény W(s)=G(s)/H(s). A z; a G(s)=0 gyokei (W(s) zérusai), és W(z;)=0 . A p; a H(s)=0 gyokei (W(s) polusai), és W(p;)=c0.
A pi=0i+jw; és pi.j=0—jo; a polusparokat célszerli 6sszevonva kezelni. W(s)-nek m szdmu zérusa, és n szdmu pélusa lehet. Az n—-m a
rendszer polustobblete, és dltaldban n—m>0. Az adott részlettortre bontdsndl feltételeztiik, hogy n>m, ami az dtmeneti fiiggvény v(0)=0
jelentésének felel meg.

* Az f(s)=1/(s—p) operitor fiiggvény L' {1/(s—p)}=re”" inverz transzformaltjanak lithatéan alapvetd jelentésége van az y(t) idéfiiggvény
meghatdrozasaban.
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(1) w(t) i dx,/dt o x/(1)
. ‘
R i xi(1)
> s —
t 21 t Pi
u(t)= o(t) r 1) Y=l u(t)= (1) dovdt [ Y(1)=w(®)
> > > —p—p| 2 S
S—Dy A
p: ¢!
azonos
dtalakitds
o — Xt dx/di [T (1)
1 s-p, T s
Pn e

22. dbra
Az atviteli fiiggvény parhuzamos felbontdsa

Fontos tulajdonsdga a pdrhuzamos felbontds alapjan kapott struktirdnak, hogy most a H(s) karakterisztikus
polinomnak nem a —h;, —h,, ..., —h, egyiitthat6i, hanem a p;, p,, ..., p, gyokei jatszanak meghatdrozo szerepet az
integritorok visszacsatoldsaiban. A W(s) atviteli fiiggvényli tag stabilitdsa most azt jelenti, hogy a bemeneten
hatd, egységnyi jelteriiletli Dirac impulzus hatdsara a kimeneten megjelend y(t)=w(t) stlyfiiggvénytdl elvarjuk,
hogy t—o mellett w()—0 legyen (vagyis allanddsult allapotban a tag a zérus bemené jelre zérus kimend
jellel valaszoljon). A hatdsvazlat alapjan is szemléletesen lathatd, hogy y(f)=w(t) a parhuzamosan kapcsolt tagok
x;(t) részvalaszaibdl tevodik ossze, és a w(t)—0 feltétel betartisdhoz minden részvalasznak is zérushoz kell
tartania. Ez utébbi akkor teljesiil, ha a H(s) nevez6 minden gyoke (a W(s) minden p; p6lusa) az s komplex
szdmsik negativ valds részii félsikjan van (mert +—oco0 mellett az re”’—0, ha real(p)<0). A parhuzamos felbontds
alapjan — allapotvaltozéknak most is az s~ 4tviteli fiiggvényii integral6 tagok kimend jeleit tekintve — felirhaté a
SISO tag dllapotegyenletének egy mdsik alakja. A hatdsvazlat jeloléseivel:

% =pix (1) +ru)

LW 0+ )
dt

&0 = p,x,(t)+ru(t)
dt

y(t)=x, (1) +x,(t) +---+x,(1)
Vagy matrix alakban:

x®] [p, 0 - 0][x®] [#
i x2.(t) _ 0 p, 0 szt) Nk ()
dt : 0o 0 : 0 : :
x,(1) 0 0 0 p, | X, (t )_ T,
i re
[x()]
yo=fi 1 e 12+ olue
— &
L0 ]

Az A dllapotmatrix — a W(s) parhuzamos (a részlettorteken alapuld) felbontdsdnak eredményeként — most
diagonalis, féatlojdban az egymastdl kiilonbozo p; sajatértékekkel. Az éllapotegyenletnek ezt az alakjat elsd
kanonikus alaknak nevezziik™’. Az integralé tagok szdma most is azonos a rendszer n rendszamaval, de ezek —

0 A W(s)=G(s)/H(s) dtviteli fiiggvény ismeretében az dllapotegyenlet kanonikus alakjanak meghatdrozasit timogaté MATLAB fiiggvények:
[r,p,k]=residue (G,H),vagy [a,b,c,d]=tf2ss(G,H),~[A,B,C,D,T]=canon(a,b,c,d). Az elsé kanonikus alak
akkor létezik, ha W(s) minden p; pélusa egymastol kiilonbo6zd. A kozvetlen felbontasbdl szarmazé irdnyithatésdagi kanonikus alak, illetve
a parhuzamos felbontasbol szarmaz6 elsé kanonikus alak mas—mas dllapotvaltozokkal irjak le ugyanazt a folyamatot, de az u(t) bemenet—, és
az y(t) kimenet szempontjabol egymdssal egyenértékiiek (ha az dllapotegyenletek azonos W(s) atviteli fiiggvénybdl szarmaznak).
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ellentétben az irdnyithat6sdgi kanonikus alakhoz tartozé struktiraval — most nem soros kapcsoldsu integrdtor
ldancolatot, hanem pdrhuzamos kapcsolast alkotnak.

A hatdsvazlat dinamikus részének egy eleme: integralé tagnak p atviteli tényezdvel rendelkezd ardnyos tagon
keresztiil torténd visszacsatoldsa. Ennek a struktirdnak az egységugrdsra adott vélaszait (p valds értékét
feltételezve) a 23. dbra szemlélteti.

gerjesztés az x(t) vdlasz I C
. >0 i
_ dx(t)/dt + -0 _ur) R
u(t)=1(1) s J‘ x(1) > p o — ’_ (1)
R
1 v(t : L
T () [V
_— r |le B R S S A——
p<0
t p
Hatdsvazlat Aramkéri példa (p<0)

23. dbra
Elsérendii rendszer dtmeneti fliggvénye

A p p6lusnak a dinamikus tulajdonsdgot alapveten meghatirozé szerepe az dbra alapjan is nyilvanvalé®. A
hatdsvazlat p=0 tényez8jének az dramkori illusztricidban R,=co felel meg, ekkor az integrdlé tag nincs
visszacsatolva. Ha a kapcsolds bemenetére u(f)=1(t) ugrasjelet adunk, akkor p=0 esetén az integrdld tag x(t)
kimend jele idében linedrisan novekszik. Ha p<0 negativ, az integrdlo tag negativan visszacsatolt, ezért az
ugrdsjelre adott x(z) vdlasza csak addig novekedhet, amig dx(t)/dt=1(t)+px(1)>0. Ha x(o0)=1/abs(p),
v(oo)=px(c)=—1 és ezért dx(t)/dtl,—,=0. Ekkor a rendszer stabilis, van dllanddsult allapota, ami az integralé tag
negativ visszacsatoldsdnak a kovetkezménye. Alapvetden mds a helyzet p>0 pozitiv visszacsatolds mellett, ekkor
x(t) exponencialisan novekszik. (Az adott aramkori illusztracié a miveleti er6sitd fazisfordito tulajdonsdga, és
R,>0 miatt csak a negativ visszacsatolas szemléltetésére alkalmas).
Az elemi alapstruktira d(t) Dirac deltara adott lehetséges vdlaszait a 24. abran foglaltuk ossze.

(1) Integrdlo tag a(t)
t N ! t
a(s)=1  sx(s) | X(s) 5(% R dx(t)/e dt. J. MU
—_— >
P T P«
(1) 10) x(1)
o . L 1.5t
p=0 e p=15
p=0.5
p=0.5 eO.St
p:—l et P =1
t t
real(p)<0 stabilis real(p)>0 labilis
lecsengd” siilyfiiggvény exponencidlisan névekvd siilyfiiggvény

24. abra
Elsérendii rendszer stlyfliggvényei

ST A p=0 eset a stabilitds hatdrhelyzete. Gyakorlati szempontbél azonban ezt is a labilis rendszerhez soroljuk, mert dllandésult dllapotban
zérus bemend jel mellett a kimeneten dllando (és nem a zérus bemend jelnek megfelelden zérus) kimendjel van. A komplex pélusok p=c+jw
konjugdlt komplex pélus parban fordulhatnak el8. Ilyen esetben a tranziensek lengésekkel tartanak zérus (ha realp=0<0), vagy végtelen (ha
realp=0>0) felé, illetve harmonikus lengdmozgas keletkezhet, ha o=0, (p=%jw).
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Az x(t) éllapotvéltozé idéfiiggvényeinek lefolydsdbdl ismételten levonhaté kovetkeztetés: az elsérendii
rendszer aszimptotikus stabilitisa akkor biztositott, ha az integralé tag negativan visszacsatolt, vagyis
p<0. A W(s)=G(s)/H(s) atviteli fliiggvény parhuzamos felbontdsa alapjdn igen szemléletesen jelenik meg a
H(s)=0 karakterisztikus egyenlet p; gyokeinek (W(s) poOlusainak) a jelent6sége, mivel az integrdlé tagok
visszacsatoldsaiban ezeknek a pdlusoknak a szdmértékei szerepelnek. Ha ezek valamelyike pozitiv szdm, az
adott integral6 tag pozitivan visszacsatolt részstruktirat alkot, ami a teljes rendszer labilitdsanak is biztos jele.

6. Az alapmatrix meghatarozasa

Mint kordbban lattuk, a dx(t)/dt=Ax(t)+Bu(t) &llapotegyenletnek van analitikus megold6 képlete,
nevezetesen:

t t

x(1) = e x(0)+ J e Bu(t)dt = ¢(r)x(0) +J‘¢(z —7)Bu(t)dt
0 0

Ez a latszélag egyszerli megoldé képlet a matrixalgebrai ismeretekben kevéssé jartas olvasénak azonban
problémat jelenthet, mivel benne @(t)=e" mdtrix—exponencidlis kifejezések szerepelnek. Egy n rendii rendszer
esetében a rendszer sajatmozgdsa x(t)=exp(At)x(0), ahol x(0) az n szamud kezdeti feltételt tartalmazé
oszlopvektor, a matrix—exponencidlis exponense pedig az nxn méretli At matrixfiggvény:

ajp o aip
ot
dpl v dpp

Ezt a fiiggvényt (a rendszer @(1) alapmatrixat’™) legegyszeriibben a hatvanysoraval® értelmezhetjiik, melynek
alakja:

apr e apt

At

apit -+ appt
e =e

=e

=9

¢11(t) (/7;xl(t)

=9@)

e :I+At+ﬂ+ (An)’ +"’:iﬂ:
2! 3! — il

P 9, (0

Lathatéan az alapmatrix olyan nxn szamu elemet tartalmazé matrixfuggvény, melynek minden ¢(z) részeleme
az t id6 végtelen hatvanysoraval definialt. Ebbdl a hatvanysorbdl nehezen ismerhetd fel egy zart alak, ezért
elsdsorban a matrix—exponencidlis értelmezésére, vagy kozelitd kiszamitdsara hasznaljuk. A @(t) alapmatrix zart
alakban torténé meghatdrozdsdra tobbféle médszer létezik™, egy egyszerli eljards az inverz Laplace
transzformdacion alapszik. A rendszer gerjesztéstdl fiiggetlen sajatmozgasa:

adj(sl — A)
det(sl — A)

@1(s) o @u(s)

x(s) = L{x(t)} = (s1 — A) " x(0) = x(0) = ¢(s)x(0)
adj(sI — A) _

2= i 4)

Gu(s) - @,,(s)
és innen:
LYoy} - L, ()
o)=L {p(s)}= : s = :
L9} -~ LYp,®} [0 - 0,0

on@) e @0

Az alapmatrix — a linedris rendszerek analizisében gyakran felhasznélt — néhany jellegzetes tulajdonsaga:
(Ar)?
2!

¢—1([) _ (eAz Tl — M0 = #(—1)
Bt —1)B(t, —1,) = 2N = A0 — gy g

() = (") =™ = k)

limg(t) =lim(/ + At +
t—0 t—0

+)=9(0) =1

52 A @(1) alapmitrixot dllapotdtmeneti matrixnak, illetve dtmeneti matrixnak is nevezik.

3 Az " exponencidlis fiiggvény hatvanysora: e“=1+at+(at)’/2!+(at)’/3\+...=Y (at)/i! . Esetiinkben at—At.

> Tlyen médszer pl. az itt nem részletezett Sylveszter képlet. Trodalom: Dr. Csdki Frigyes: Fejezetek a szabalyozastechnikabdl.
Allapotegyenletek.

2009. oktéber 20. 27 A matematikai modell (Cikk.1)



Szabalyozastechnika cikksorozat

Példa
0 1 10 0 1 s -1
A= = (s[-A)=s - =
-2 -3 0 1 -2 -3 2 s+3
s+3 1
¢(s):(s1_A)*l:“dj(SI_A)z 1 s+3 1 123540 243542
det(sI —A) s> +3s5+2| -2 s -2 S
243542 s 43542
s+3 1 I s+3 I 1
2 2 2 2
_ 7! — )| sTH3s+2 st +3s+2 |l = s 43542 sT4+35+2
o)=L p()}= L9 3 ) = 0 o
2 2 L= } 2
sT+3s+2 s +3s5+2 sT+3s+2 sT+3s+2

RS
2 —e™

3 e t _efzr
—2¢7 +2e7H —e 427

Kiilsnosen egyszeriien szdmithaté a ®(r)=¢* alapmitrix, ha az A allapotmétrix diagonalis, f64tl6jaban az
egymastdl kiilonboz6 p; sajatértékeivel™. Ekkor:

pr 0 = 0O pt 0 0
12 0O --- 0 0 pp = 0 . 0 ppt = 0 el! 0 0
0 0 00 i 0 0 0 i 0 0 ot 0
A= P . = (1) =e¢t =e¢ 0 0 e =e 00 ppt] _ ¢
0 : 0 0 o : 0
0 0 - p, 0 0 - ™

Ismételten megjegyezziik, hogy a W(s) atviteli fiiggvény parhuzameos felbontasa alapjin meghatdrozhaté
allapotegyenlet A dllapotmatrixa diagonalis, ami a szamitdsokat jelentdsen egyszeriisitheti.

7. Tagok csoportositisa az dtmeneti’® fiiggvényiik alapjan. Az onbedll tag statikus karakterisztikaja

Az n rendd, SISO tag differencidlegyenlete, dllapotegyenlete, €s atviteli matrixa (atviteli figgvénye):

n n—l
AR OO TO B (O)

X 1 d’”u(t)+b d'”’lu(t)+m+b du(r)
!

+b, u(t
b dt ®

m

. +a,y(t)=b,
dr"! " X O

&) = Ax(t)+ Bu(t)
dt

m—1

y(t) = Cx(t)+ Du(t)
Cadj(sI — A)B+Ddet(sI— A) _ G(s) _ y(s)
det(s] — A) CH(s)  uls)

W(s)=C(sI—A)'B+D=

Mivel az A allapotmatrix mérete nxn, valamint a SISO tag egy bemenete (j=1), €s az egy kimenete (k=1),
kovetkezményeként, C sorvektor, B oszlopvektor, D pedig skalaris, ezért az atviteli matrix az adott esetében
egyetlen atviteli fiiggvényt tartalmaz. Ez most a kimend—, és a bemend jelek Laplace transzformadltjanak
hanyadosaként is értelmezhetd: W(s)=y(s)/u(s). A SISO tag W(s) atviteli fliggvénye olyan algebrai tort, amelynek
H(s)=det(sI-A)=ays"+a;s"'+...+a, nevezdje s-nek n fokszami—, G(s) = Cadj(sI-A)B+Ddet(sI-A)=
bos"+b;s"" +...+b,, sziamlalGja pedig s—nek 0<m<n fokszamii polinomjai. W(s) 4ltaldnos alakja tehat:

G(s) _ b, +b, s+bs"" +bys" _ y(s)

Wis)= - n-1 n
H(s) a,+a,_s+--as" +a,s" u(s)

b, ,a, :valos paraméterek, ésm<n

W(s) p6lus—zérus eloszlast kifejezo, és idéallandés normadl alakjai:

% Az atviteli fiiggvény parhuzamos felbontasa alapjan — ha a p pélusok mindegyike egymastdl kiilonbozik — a SISO tag dllapotegyenletének
mindig létezik olyan alakja, melyben az allapotmatrix diagonalis. A kozvetlen felbontdsdhoz az allapotegyenlet irdnyithatésagi kanonikus
alakja (integrdtorok ldncolata)—, a parhuzamos felbontdsdahoz pedig az un. els kanonikus alakja (infegrdtorok pdrhuzamos kapcsoldsa)
tartozik.

% A tag dtmeneti fiiggvénye az u(t)=1() vizsgdlé jelre adott y(t)=v(t) valasza, zérus kezdeti feltételek mellett. Az dtmeneti fiiggvény
kisérletileg is meghatdrozhato.
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m | )
H(s—zk) H(1+sr,)H(1+2ﬂ,ro,s+r§,s2)
G(s) _ b — =i

0 k=1

W(s)=

n

H(s) a, v ) =
H(S—pk) x'H(l+sTl)H(l+2§les+T02,s2)
k=1 I=1 1

I=

m+2my, =m, i+n+2n,=n

A lehetséges polus—zérus eloszlast a 25. dbra szemlélteti.

Y% polus

O zérus

_erpfi-g
p_T—U

n, darab péluspdr . —ut 1= pu?
To

m, darab zéruspar

O ‘ ,,,,,,,,,,, ,,,,,,,,,, .

=1/

m; darab zérus a
p=UT ‘O val6s tengelyen
n; darab pélus a
valds tengelyen

.1 Az origéban Iév polusok, !
" és zérusok, darabszdmuk E
: kiilonbsége i !

25. abra
Az atviteli fiiggvény lehetséges polus—zérus eloszlasa

A z€rusok, illetve a pdlusok vagy a valds tengelyen vannak (-1/7, —1/7), vagy ha valamelyikiik komplex szam,
akkor ennek konjugéltja is jelen van. Az origdban 1év6 polusok, és zérusok ,kiejtik egymadst”, és i szamu polus,
vagy zérus marad meg az atviteli fiiggvényben’’ (i>0 esetében az origéban 1évé pélusok szdma a nagyobb,
szemben az i<0 esettel, amikor a zérusok szdma a nagyobb). Az idéallandés alak mdsodfokud tényezdiben a
konjugdl komplex pdrokat osszevontuk™, ezekben T,>0 és 7,50 pozitiv értékek, szemben a & és a u
paraméterekkel, amelyek a —1<é<1, —1<u<1 intervallumban vehetnek fel értékeket. Ha W(s) minden pdlusa
negativ (p=-1/T<0, vagyis 7>0), vagy negativ valds részli (0<¢<1), akkor H(s) Hurwitz polinom, és a tag
aszimptotikusan stabilis. Ha még ezen tilmenden minden zérus is negativ (z= —1/7<0, vagyis 7>0), vagy negativ
valos részli (O<u<l), akkor a tag un. minimum fazisd. (k a zérusok—, és pdlusok szorzatdbdl szarmaztathatd
tényez0).

Ha a bemendjel u(t)=up=dllando, és ennek hatdsdra r—oo mellett létrejon a kimend jelnek is az
V(t)1=w=y(0)=yo=dllando értéke (az ilyen tulajdonsdggal rendelkezd a tagot aszimptotikusan stabilis, onbealld
tagnak definidljuk), akkor ebben az éllandésult allapotban a jelek differencidlhdnyadosai zérusok, és ezért
a,yo=bnuy, illetve:

¥y = (~CA™'B+ D)u, :Z—'"uO = ku,
ahol k=—CA™'B+D=b,/a, a tag atviteli tényezéje (dc erdsitése).

Linearis SISO tag egyik rendszerjellemz6 fiiggvénye a v(¢) atmeneti fiiggvény. Ez a tag y(t)=v(t) kimeno jele,
ha a gerjesztd jel u(t)=1(t) egységugras, és a kezdeti feltételek zérusok. A W(s)=G(s)/H(s) atviteli fiiggvény
ismeretében az 4tmeneti fiiggvény Laplace transzformdltja illetve ennek inverz transzformaltja® (figyelembe
véve, hogy L{1(1)}=1/s):

7 a jeltvivo tag tipusszama.

5% Ennek az 6sszevondsnak eredményeként a gyoktényezds alak idéallandds véltozatdban — annak ellenére, hogy a zérusok, és pSlusok kozott
komplex értékek is lehetnek — valds egyiitthatok szerepelnek.

¥ Az itt megadott inverz transzforméciés formula (a Heaviside kifejtési tétel) akkor érvényes, ha a W(s) étviteli fiiggvény H(s) nevezdjének
minden gyoke egymadstol kiillonbozo €s egyik gyok sem zérus. Tobbszoros multiplicitdsi gyokok esetében mds formuldk haszndlhatok.
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o _ G 1
() =v(s) =W (s)u(s) _H(s) S
e 6o N Gy .
— — L 1 — i pi
() =v(@) {SH(S)} H(O)+stms) e
ds

S=pi

A p; egymastdl kiillonboz6 és nem zérus polusok, a H(s)=0 karakterisztikus egyenlet A;=p; gyokei, amelyek
egyébként a rendszer A dllapotmatrixdnak sajatértékei. A v(7) képletébdl kiolvashatéan r—oo mellett kizardlag
akkor létezhet az atmeneti fiiggvénynek v(co)=v, éallanddsult értéke, ha a p; pélusok mindegyikére a real(p;)<0
feltétel teljesiil, mivel ekkor y(7r) mindegyik exp(pit) exponencidlis komponense zérushoz tart, és ezért
v(0)=G(0)/H(0)=b,/a,=k.

Az atmeneti fliggvény — a rendszer bemenetére ugrasjelet kapcsolva, és a kimend jelet regisztrdlva —
kisérletileg is felvehetd. A v(t) ismeretében a tag egyéb rendszerjellemzd fliggvényei (az dllapotegyenlet, az
dtviteli fiiggvény, a sulyfiiggvény, és a frekvencia fiiggvény) is meghatdrozhaték. Ezt az eljardst az atmeneti
fliggvény alapjan torténd identifikdcionak hivjuk.

Az atmeneti fiiggvény iddébeli lefolydsa alapjan a jelatvivo tagokat egymdstdl karakterisztikusan elkiiloniild,
csoportokba sorolhatjuk. Ezek a csoportok:

Onbeallé tagok:

o Az oOnbedlld (ardnyos jellegll) linedris tagok jellegzetes tulajdonsdga, hogy atmenti
figgvényiik végértéke v(oo)=k#0 allandé érték (k az 6nbedlld tag étviteli tényezdje). Ennek
jelentése az, hogy a bemeneten milkodtetett u(7)=uyl(t) gerjesztés hatdsdra keletkezd y(t)
kimend jel a tranziensek lejatszoddsa utan egy y(oo)=ku, dlland6 (de nem zérus) értékre bedll.
Mindezekbdl az is kovetkezik, hogy az dnbedll6 tagnak értelmezhetd az yo=y(ug)=ku, statikus
karakterisztikaja, amely az dllandésult y, és uy kozotti kapcsolatot egy grafikon alakjaban
fejezi ki. Ez a karakterisztika linedris tag esetében egy (az u fiiggetlen valtoz6 koordindta
tengelyével a szoget bezard) k meredekséggel rendelkezd, és az origdn dtmend egyenes. Az
Onbedllo tag atviteli fiiggvényének minden pélusa negativ, vagy negativ valds részil, vagyis az
Onbedlld tag aszimptotikusan stabilis. A zdrt szabdlyozdsi rendszer u, alapjele, és y
szabdlyozott jellemzdje kozotti jeldtviteli tulajdonsdgot is az onbedllosdgnak kell jellemeznie,
mivel dllandosult dllapotban a szabdlyozott jellemzonek ardnyosnak kell lennie az y,
alapértéket megjelenitd u, alapjellel. Az 6nbedllé tag atmeneti fliggvényének jellegzetes
grafikonja (lasd 26.4bra):

Onbedllé tag (1) ) J Az 6nbedll6 tag minden
vit) dtmeneti fiiggvényének pOlusa az s komplex sik
végériéke ¥ negativ  valés részii
- : . (stabilis) félsikjan van:
k /\ . N N
/ N — X W real(p)<0
+
t)=1(t =k
“w=1 V) % Zérusok  az  origét
)/ kivéve barhdl lehetnek.
r o
| .. L | Stabilis tartomany
Onbeallé tag drmeneti fiiggvénye |
R L y
0— _ H———
Yo
MT C y tg(a)=k=1
— i ’
U
Aramkori példa Az 6nbedllo tag statikus karakterisztikdja
1
SC 1 2
W(s) = X0 _ sC = > N FesatiU) yz(l) +RCDD y(t) = u(t)
u(s) R+SL+fC 1+sRC+s°LC dt dt
s

26. dbra
Az 6nbedll6 tagok tulajdonsdgai
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Nem 6nbeall6 tagok:
A nem Onbedll6 tagok jellegzetes tulajdonsdga, hogy:

o dtmeneti fiiggvényiik végértéke zérus (differencidlo jellegli tagok), vagy
o atmeneti fliggvényiik végértéke végtelen (infegrdlo jellegii tagok), vagy
o

atmeneti fliggvényiik kvdzistacioner allapotban periodikus lengémozgast

végez (lengd jellegl tagok).

A nem onbedllo tagokra a statikus karakterisztika nem értelmezheto, mivel ezek az dllando
bemend jelre és dllandosult dllapotban vagy zérus—, vagy pedig nem dllando kimend jellel

vdlaszolnak. A nem Onbedll6 tagok atmeneti fiiggvényeinek jellegzetes grafikonjai (lasd
27.4bra):
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Id6ben exponencidlisan
novekvo idofiiggvény

Periodikus lengdmozgdst
végz0 fiiggvény

1d6 hatvdnyfiiggvénye
szerint novekvo
fliggvény

w)=1e) | e
: / Id6ben lengve /\ /\
novekvo fliggvény \/

v(): periodikus

\

Differencidlo jellegii tagok Integralo jellegii tagok Lengd jellegii tagok

Nem 6nbeall6 tagok atmeneti fiiggvényei

Aramkori példak (T=RC)

T‘%‘@ET"—'
—~ . P

y

A realizalt integrdlé jellegli tag atmeneti
fliggvénye a valésagos koriilmények kozott
nem tud v(oo)=00 értéket felvenni, mert v,
érténél a linedris tartomdnybol, a telitodési
tartomanyba keriil.

Kéttarolos differencialé aramkor Kétszeresen integralé aramkor Oszcillator
1 1
T N 1 1 1 s 272 1
O L) N T S | S 70 IR Sy A S U LG S
u(s) |, 11 14+5T+5°T u(s) sT™ sT™  s°T uls) 1 1+s°T
14T sT s’T?
d>y(t) .. dy(t) du(t) FE > d’y()
722 2 2 ) =T 2d7y() _ T ———=+y(t)=u(t)
dr’ a0 dr T e =u() a7
J J J
® *
x
S
i A 5 v v A +
x
* * *
Stabilis tartomdny | Stabilis tartomdny : Stabilis tartomany
A differencidlé  jellegli  tag Az integrl6 jellegli tagnak pélusai A lengé jellegli tagnak pdlusai
minden podlusa az s komplex sik lehetnek az s komplex sik negativ lehetnek az s komplex sik negativ
negativ  valdés részli  (stabilis) valés részli (stabilis) félsikjan, és val6s részil (stabilis) félsikjan, és
félsikjdn van, és legaldbb egy pélusai vannak az sik pozitiv valés egyszeres multiplicitasi pdlusa
zérusa van az origéban: részii  (labilis) félsikjan, vagy az van az s komplex sik képzetes
origéban : tengelyén:
real(p)<0, z=0! real(p)<0, real(p)>0!, p=0! real(p)<0, real(p)=0!
27. dbra

A nem 6nbedll6 tagok tulajdonsagai

Az datmeneti fliggvényekbdl lathatéan, az aszimptotikusan stabilis Onbedlld tagok dallandé gerjesztésre,
allandésult allapotban, allandé értékli kimend jel valaszt adnak. Nem igy az integrdlo jellegii és a lengd tagok,
amelyeknek kimend jelei az dllandé bemend jel hatdsara dlland6 kimend jelet felvenni nem képesek (gerjednek)
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Az atviteli fiiggvényiiknek pdlusai lehetnek az s sik origéjdban, a képzetes tengelyen konjugdlt komplex
poluspdrban, és a pozitiv valds részl félsikon. A differencidlo jellegii tagok ugyan aszimptotikusan stabilisak, de
barmekkora is az dllandé bemené jeliik értéke, a kimend jeliik 4llandésult értéke minden esetben zérus®. Az
atviteli fiiggvényiik jellegzetes tulajdonsdga a stabilis polusok, valamint az origoban 1évo zérus jelenléte.

Megjegyzés
Az elézéekben a SISO tag n—ed rendd, dlland6 egyiitthat6ji linedris differencidlegyenletét a vezetd egyiitthatora
normalizdlt alakjdban hasznaltuk, ami a karakterisztikus egyenletének is egységnyi vezetd egyiitthatot eredményezett:

n n-1 m m—=1
U—d (1) +a, d yft) ceta, O +a,y(t) = b, a7ul) +b, LiiU) ”EI) +-+ b, —— d”(t) —=+b,u(t)
dr" dr" dt dr™ dar"”
. b.
az a, vezeté egyiithatora normalizdlva h; =4 i:0,1,...,n g;=— i:0,1,...,m
ay ay
a4 'O 4 dnily,,(t) by G DO ay g b dTu@) | b dT ]u?) Duct du®) | By
a, dt" a, di" a, dt a, a, dt"  a, di" a, dt uo
a"y() d" 'y(t) dy(t) d"u(r) d" " u(t) du(r)
——t+h———+ -+ h,_  ——+h,y() = +g ——+ -+ g, +g,,u(t)
dr" g dt J B0 g T T B &
det(sI —A)=s"+hs"" +...+h_s+h, =0
Normalizdlhatunk azonban az y(t) kimend jel a,#0 egyiitthatéjdra is. Ekkor:
d"y "'yt dy(t d"u(t am! du(t
aoﬂﬂzl f) -+un_1£+uny(l):boﬂ+ ,—MEI) +b, u()+bmu(z)
dr" dar" dt dr" dr" dt
. ) b b
az a, egyiithatora normalizdlva Ti‘ =4 (i:0,1,...,n) Z'l’, =— ((:0,1,....,m) k=—2
a/l m aﬂ
n_ n—l b m m=1 b b
a, d y(t) a, d ](t) g B dy(t) +y@ =2 d"u(t) N b d uft) g Do du(t) LI
a, dt" an dr" a, dt a, d" a, dr" a, dt i
_b, by d” b, d™ , d
by phy 4" | b AT by di)
a, b, dt" b, —dr" bm dt
n n-1 m m-1
A0 s A0 e DO o dO e 4O @)
dr" dar" dt dr" dar" dt

Ebben az alakban a d"'y(1)/df"" tényez$ a/a, egyiitthatSjdnak-, illetve a d"'u(t)/dt™" tényezd byb,, egyiitthatjanak
dimenzidja [sec"'], [sec”"]. Ez azért van igy, mert kizdrélag azonos dimenziéval rendelkez6 mennyiségek Osszegezhetdk,
vagyis

;d" ’y(t)

dar

cd™ 'u(t)

dlm[ =dim[y(®)] (i:12,...,n) dlm[ = —=]=dim[u(t)] (:0,1,...,m)

n

Mindezek miatt 7; [sec], illetve 7; [sec] idédimenzids egyutthatok bevezetésével is felirthatjuk a differencidlegyenletet.
Ebben az alakban k=b,/a, a tag dtviteli tényezbje (dc erdsitése), és dim[k]=dim[y]/dim[u]. Ez utébbi alakban a tag
differencidlegyenletéhez rendelhetd 4tviteli fliggvény és karakterisztikus egyenlet:

1+57,+5°T; +...+s"7)"
L+ 8T, +5°T; +...+s"T)'
det(sl —A) = s"T) +s" T/ +...+ 5T, +1=0

W(s)=k

Ha a tag 6nbedll6 (vagyis karakterisztikus egyenletének minden gyoke az s sik stabilis félsikjan van), akkor az dlland6 u,
gerjesztésre, dllandosult dllapotban y,=ku, dllandé vélaszt ad.

% Az 6nbedlld és a differencidlé tagok passziv (pl. R, L, C dramkéri) elemekbdl is felépiilhetnek, az integral6 és a lengd tagok mitkodéséhez
aktiv (segédenergidt felhaszndld) egységek is sziikségesek. Mindez abbdl kovetkezik, hogy a minden hatdron tdl novekvd, vagy az
allandosult lengéseket végzo jelek fenntartdsa kiils6 forrasbol szarmazd energidt igényel. A realizdlhat6 fizikai rendszerekben az integralo
jellegli tagok dtmeneti fliggvényeinek novekedése természetesen nem érheti el a v(oo)==00 értéket, mert elébb—utébb (a telitddés —, vagy
valamilyen tizemzavar miatt) v(7) novekedése ledll.
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8. Linearis SISO tag frekvencia fiiggvénye

A linedris tag W(jw) frekvencia fiiggvénye a szabalyozdsi rendszer analizisében—, és szintézisében jelentds
szerepet jatszik. A szabdlyozdsi rendszer stabilitdsvizsgdlata—, a szabdlyoz6 méretezése—, Bode tételein, és a
frekvenciafiiggvény alapjan torténik. Mindezek miatt a frekvencia fliggvény fogalma az alapismereteknek
szerves része. A frekvencia fiiggvény 1ényegét tekintve arra ad felvildgositast, hogy az aszimptotikusan stabilis
linedris tag a kiilonféle o korfrekvencidji harmonikus jeleket miként engedi magan keresztiil, vagyis a
dinamikus rendszer — mint sziir6 — milyen viselkedést mutat (1dsd 28.4bra).

u(s) G(s) y(s) u(je) G(jw) Y(jo)
— | W) =——= | p —p) Wi =——
H(s) H(jw)
Leirds az s Laplace operdtor tartomanyban Leirds az o korfrekvencia tartomanyban
28. dbra

Jelatvivo tag lefrdsa az atviteli—, és a frekvencia fiiggvényével

Ha az u(t) bemend—, és az y(t) kimend jelli SISO tag holtidd mentes, akkor a W(s)=y(s)/u(s) atviteli fliggvénye

polinomok hanyadosaként elé4llithaté algebrai tort®'. Altaldnos, gydktényezés normalalakja (feltételezve, hogy
komplex sik origéjdban r szdmu zérus-, illetve ¢ szamu po6lus van):

=
<
0 i=ril
I
P

I=q+1

I;I(s—zl) L

_ () _G) g5 g 4 g, 5t 8, _

W(s)
W) H(s) s ths™ 4 th sth S0
[Te-r
=1

Ebben g, és h; a szamlald, és a nevezd valds egyiitthatdi, z; a szamlalo gyokei (W(s) z#0 zérusai), p; a nevezd
gyokei (W(s) p#0 polusai), i=g—r a tag tipusszdma, és ko egy dllando tényezd. A szamlal6 fokszdma m, a nevezd
fokszama n, és realizalhaté W(s) esetében nm (a szamlalé fokszama nem haladhatja meg a nevezd fokszamat).
A g, és h, egyiitthatok valds voltabol kovetkezik, hogy a z; zErusok €s a p; pélusok a komplex sik valds tengelyére
szimmetrikusan helyezkednek el®®. Ha bevezetjiik a k, 7, 7, .4 T, T, & jeloléseket, és a konjugélt komplex
zérus—pérokat, és pélus—parokat méasodfokii alakra osszevonjuk®, akkor W(s) un. idéallandés normalalakjat
kapjuk:

my my
. [Ta+stlTA+2u7,s+7s%)
W(s)=—+ o
S TIA+sTOITA+2ET,s +T25%)

=1 1=l

Ez a kifejezés azt szemlélteti, hogy a W(s) atviteli fiiggvénynek i szdmu pdlusa (i>1)—, vagy zérusa (i<-1), van a
komplex sik origdjaban (i W(s) tipusszdma €s i=0 esetben nincs az origéban sem zérus, sem polus, vagy ha van,
a szdmuk azonos: g=r), m; szdmu zérusa és n; szamu pdlusa van a valds tengelyen, illetve m, szdmi konjugalt
komplex zérus—pérja, és n, szami konjugélt komplex pélus—parja van a komplex sikon® .

A jelatvivo tag W(jw) frekvencia fliggvénye a W(s) atviteli fiiggvényébdl szarmaztathato:

W(iw)=W(s)s=je

A formélis megfeleltetés mogott tartalmi Osszefiiggés van, melynek matematikai hattere a Fourier—, illetve a
Laplace integral-transzformaciok kozotti kapcsolaton alapszik. Ennek részletezésére itt nem tériink ki, e helyett
fizikai magyarazattal indokoljuk ezt a kapcsolatot.

A linedris tag jelatviteli tulajdonsdgaira érvényes a szuperpozicio elve, amelynek értelmében, ha az u(z)
periodikus bemendjel mindegyik harmonikus komponensére meghatarozzuk a kimendjel részvalaszt, akkor a

' Haa W(s) atviteli fiiggvény exp(—sT)) tényez0t is tartalmaz, akkor ez egy tovédbbi algebrai torttel (Pade, Strejc) kozelithetd.

2 Az algebra alaptétele: Az n foki, valds egyiitthatéjii polinomnak n gyoke van, és ezek a gyckok valés szamok, és konjugalt komplex
szamparok lehetnek.

& polusokra: (s—p))(s—pi)=[s—(a1+jw) | [s—(o—jw))=s"-2015+0, *+ 0, °=( 0,7+ 0, ))[1=20, s/ 0, °+ @, )51 6,7+ 0, )=k (A+2ETys+Ty’s%),
k=0, 2+ [ 2, tfl =—0,/N( 0o, 2'l' [o]] 2), To=1/ (o 2'l' [o]] 2). Hasonldan a zérusokra: (s—2)(s—2151)= kl(1+2ﬂl T01S+T012S2).

% Ha minden pélus, és minden zérus negativ valés, vagy negativ valés részii, W(s) minimumfdzisii, és aszimptotikusan stabilis tagot definidl.
A komplex polus—, és zérus parok dsszevonasdval az atviteli fiiggvény idéallandés normdlalakjaban szerepld k, 7, 7, 1, T, Ty, ¢ paraméterek
mindegyike valds szam.
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részvélaszok 0sszegébdl fog felépiilni az eredeti u(t)-re adott y(t) vdlasz is. Mindezekbdl az kovetkezik, hogy a
SISO tag jelatvitelének egyik fontos alapkérdése, hogy a tag u(t)=u,..cos(wt) harmonikus jelre, kvazistacioner
dllapotban®® milyen vélaszt ad. Tovébbi vizsgdlatainkban az u(r) jelet a komplex irdsmédnak megfeleléen i
=u,naxef‘“’=u,mx[cos(a)t)+jsin(a)t)] komplex jel valds részének tekintjiik. Ez a komplex irdsmod a szdmitdsokat
jelentdsen egyszertisiti. A linearitasb6l kovetkezik, hogy a stabilis tag (t)=tt,,q.¢'” komplex jelre adott valaszit,
kvdzistacioner dllapotban J(1)=y,,q.(®)e "’ komplex alakban kereshetjiik, és a tényleges valaszt ennek valds
részeként kapjuk. A jelek kvazistacioner idofiiggvényeinek ki kell elégiteniiik a tag atviteli fliggvényébdl is
szarmaztathatd

dy(t) d"u(r) d" @) | du(t)

d"y(r) d"y(1)
L+hl—y+---hn_,—+h,,y(t):go s St &)

dr" dr™! dt "

n rendli, dllandé egyiitthatdju, linedris differencidlegyenletét. Az i és az y jeleket a differencidlegyenletbe
helyettesitve kapjuk:

m m—-1

hy(j@)" +h(j@)"™" +- B, (j@) +h, 1y, = [g,(jo)" +g,(jw)

wr

g o)+ g, luy,e’

"o

Ebbé] egyenletrendezés, és ¢”'~vel torténd egyszeriisités utn:

m m=1

v oi0 =8O + 8GO +-8,,(jO+ey
e hy(jo)" + by (jo)"™ +---h_ (jow)+h,

max

Vo o _ 80UD" + 8,0 48, (jO) + g,

N hy(j@)" +h(j@)"™ +--h,_ (j@) +h,

max

=W(jw)=a(@w)e’””

A kapott eredménybdl kovetkezik, hogy az y,,../u... hdnyados egy adott @ korfrekvencidn a W(jw) komplex
szam a(w) abszolut értéke®, az Unacos(wt) bemend jelre adott, kvazistacioner y,,.cos(wt+p) kimend jelnek a
bemend jelhez képesti p(w) fazisszoge pedig a W(jw) komplex szam szdge. Mind az a(w)=absW(jw), mind
pedig a p(w)=arcW(jow) az o korfrekvencia fiiggvénye. A differencidlegyenlet g és h egyiitthatdinak ismerete
W(s), illetve W(jw) ismeretét is jelenti. Mindezek figyelembevételével:

i'"—“ = absW (j@) = a(@) = {reallW (jo)}* +{imaglW (jo)]}*
imaglW (j@)]

arcW(jo)=p(o) = arctg = o]

A W(w) frekvencia fiiggvény formalisan a W(s) atviteli fiiggvény s=jeo helyen vett helyettesitésével
hatdrozhaté meg. Id6dllandds normalalakja is az atviteli fiiggvény normalalakjabdl szamithato:

m|

m
‘ [1a+ jor)] ]l +2u7,, jo+7.,(jw)’]
W(jw)= I=1 I=1

GO Pla+ jer)[{i+2£T, jo+ T2 (jor’]
1=1 =1

A frekvencia fiiggvény abrazolasa®’

Ha egy adott @ korfrekvencidn ismert a W(jw) komplex szdm értéke, akkor az aszimptotikusan stabilis linedris
tag u(t)=uncos(wt)-re adott kvdzistacioner y(t)=y,.cos(wt+¢) valaszaban y,..=abs[W(jw)lu,.=a(® )ty
illetve g(w)=arcW(jw)®™. Miutin egy periodikus bemenéjelnek az alapharmonikusdn tilmenden, igen nagy
szamu felharmonikusa is lehet, ezért a kimend jel egyes komponenseinek meghatirozdsidhoz a O<w<oo
korfrekvencia intervallum minden o értékére ismerni kell W(jw) szamértékét™. Ez egy matematikai kifejezés
formdjaban ugyan megadhatd, de ettdl szemléletesebb, ha a W(jw) fiiggvényt abrazoljuk. Az abrazolasnak
tobbféle lehetdsége van.

% Ha dinamikus rendszer bemenetére u(t)=unacos(wt) jelet ugrasszertien kapcsoljuk, akkor kell6 idé eltelte utdn (amikor a sajatmozgas
komponensei mdr elhanyagolhaté mértékben vesznek részt a kimendjelben) a kimeneten y(t)=y,.cos(wt+¢) jel figyelhetd meg. Ez az
iizemhelyzet a kvazistacioner allapot, ami akkor létezik, ha a jeldtvivd tag aszimptotikusan stabilis. Fontos tulajdonsdg, hogy a kimend jel @
korfrekvencidja (kvazistacioner dllapotban) azonos a bemend jel @ korfrekvencidjaval.

6 Célszeriien u,,,=1, és ekkor y,m=a(w).

7 A linedris tag W(jw) frekvencia fiiggvényének szdmitdsat, és dbrdzoldsit a MATLAB nyquist, bode, margin, utasitdsai
tamogatjdk. A helygorbére tett nyil az w korfrekvencia novekedésének irdnyat mutatja.

% példaul ha w=314 rad/sec korfrekvencidn W(jw),-314=3-4j, akkor a(w )=+l (9+16)=5, €S Yiax=5Upay, valamint p(w)=arctg(-4/3)=-0.9273
rad—-53.1301".

% Ha u(t) nem periodikus, de Fourier integralja 1étezik, akkor a frekvencia spektrumaban minden kérfrekvencidji komponens jelen van.
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A Nyquist helygorbe szarmaztatasa konformis’® leképzéssel

Az édbrazoléds egyik formdja a komplex szdmsikon dbrazolt Nyquist helygorbe. Ezt a helygorbét egy olyan
képfiiggvénynek tekinthetjiik, ahol a targyfiiggvény az s sik s=jo pozitiv képzetes tengelye, amit a W(s)
fliggvény altal meghatdrozott kifejezés a W(s) sikra képez le. A W(s) sikon az s sik s=jo pozitiv képzetes
tengelyének képe a W(jw) Nyquist diagram. Abrazolva (l4sd 29. dbra):

A leképzo fiiggvény: J

I p
W(s) sik e, W(s)=G(s)/H(s) r s stk
: Josjo e ik
Kép—sik s argy—si
A ZE R S o P,
=m0, reWl(je,) (<o
; + — % +
S N -“Ew(w) =20 Jjo=0
o A e - <— —jo,
AW(](”‘)) \,< . X )
helygirbe N Wieor) S e !
O<w<o a(w;) .
imWieo,) | jw=—ioo

29. dbra
Az s sik imagindrius tengelyének leképzése a W(s) sikra

Ha az s—sik képzetes tengelyének minden jw értékére meghatirozzuk az a(w) hosszisagu, és ¢(w) szoglh
komplex W(jw) vektort (vagy az s sik Pg pontjdnak képét a W(s) sikon: a P, képpontot), akkor e vektorok
végpontjainak mértani helye — mikozben az w korfrekvencia befutja a O<w<oo intervallumot — a Nyquist
helygorbe’'. Ennek ismerete felvildgositast ad arrél, hogy az aszimptotikusan stabilis tag a kiilonféle
korfrekvencidjii harmonikus jeleket, kvdzistacioner dllapotban, milyen amplitido , torzitdssal”, illetve milyen
fazis , torzitdssal” engedi magdn keresztiil>. A W(jw) helygorbe leirja, hogy a jeldtvivé tag — mint a harmonikus
Jeleket sziiré dinamikus rendszer — milyen viselkedést mutat, mely frekvencia intervallumokban végez
, kiemelést”, illetve milyen frekvencia intervallumokban végez ,,elnyomdst”.

Az dbran az s sik negativ képzetes tengelyének (—oo<w<0) képfiiggvényét is dbrazoltuk. Ennek — mint majd
késébb 1atjuk — matematikai jelentés adhaté. Mivel az s sik —jo, vektora a jw; vektor konjugdltja, ezért a W(s)
sikon W(—jw,)=conjW(jw,;). Ebbdl pedig az is kovetkezik, hogy a negativ imagindrius tengely képfliggvénye a
pozitiv imagindrius tengely képfiiggvényének a valds tengelyre vett tikorképe, vagyis a teljes — negativ
korfrekvencidkra is kiterjesztett — Nyquist helygorbe, szimmetrikus a W(s) sik valés tengelyére. Fizikai
rendszereket leiré frekvencia fliggvény — a rendszer tehetetlenségébdl szarmazé — tipikus tulajdonsiga, hogy a
nagyfrekvencids jeleket ,.elnyomja”, ezért altaldban absW(j)o—.=a(®),.=0". A kovetkezé példak kiilonféle
dramkoroket absztrahdld tagok frekvencia fiiggvényeit mutatjdk meg’*. Hasonl6 elrendezések a mechanika—, a
hidraulika—, és a pneumatika szerkezeti megolddsaibdl is valaszthatdak.

Lehetséges, hogy a dinamikus rendszer W(s) atviteli fiiggvényének labilis (pozitiv valos részii) polusa is van.
Ilyen esetben az ugrasszerlien u(t)=u,,,cos(wt) gerjesztésre — a rendszer labilis volta miatt — a kvézistacioner
tizeméllapot nem johet létre, a kimendje minden hatdron tdl novekszik. A W(s),;,=W(jw) helyettesitésnek,
illetve az s sik imagindrius tengelyének a W(s) sikra képzésével kaphatd Nyquist helygdrbének ekkor
matematikai jelentés adhat6.

7 Konformis leképzés: a W(s) komplex valtozds fiiggvény az s komplex targysik vektorait a W(s) képsik vektoraiba ,,viszi at”. Az s targysik
zart gorbéi a W(s) sikon is zdrt gorbe alakjdban jelennek meg. A leképzés az s sik olyan pontjaira, amely pontokban W(s) szinguldris, nem
értelmezhetd, ezért az ilyen pontokat a s sikon felvett gorbén egy p—0 sugari félkorrel (a szinguldris pont reguldris kornyezetében) meg kell
keriilni. A W(s)=G(s)/H(s) atviteli figgvény szinguldris pontjai a H(s)=0 karakterisztikus egyenlet p; gyokei, a rendszer pdlusai.

"' A Nyquist helygorbére tett nyil az w korfrekvencia novekedésének az irdnyét mutatja.

2 A torzitds” itt azt jelenti, hogy az y harmonikus kimendjel amplitidéja, és fazisa miként véltozik a korfrekvencia fiiggvényében.

7 A soronkovetkezé példdkban lithatunk olyan dramkoéroket, amelyeknek frekvencia fiiggvényei azt mutatjdk, hogy az o=co korfrevenciaji
jeleket a(w)= dllandé#0 amplitidéval engedik magukon keresztiil. Ez azonban a valdsdgban nincs igy, és azért lehetséges, mert a fizikai
rendszer matematikai modellje elhanyagoldsokat tartalmaz, és az ennek alapjdn meghatdrozott W(jw) frekvencia fiiggvény is csupdn egy
adott korfrekvencia intervallumban irja le a dinamikus rendszer viselkedését.

™ Tanulsigos lehet a példdkban tirgyalt dinamikus rendszerek egységugrds bemend jelre adott vilaszainak (a v(z) 4dtmeneti
fuggvényeiknek)—, a W(s) atviteli fliiggvények poélus—zérus eloszldsainak—, és a Bode diagramoknak a kiszdmitdsa, és dbrdzoldsa. Ezek
meghatdrozdsat az olvasora bizzuk. Segitség: G=input (' G=') ; H=input (' H='") ; step (G, H) ; pzmap (G, H) ; bode (G, H) ; .
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Példa

A 30. dbran aszimptotikusan stabilis RLC dramkoér kapcsoldsi vézlata, és dtviteli fiiggvénye™ lathaté. A

masodrend{i rendszer W(s) atviteli fiiggvénye az dramkorok analizisében haszndlt operdtoros impedancidk
alkalmazdsdval kozvetleniil felirhat6.

R - G(s) 2+ gs+ —
o—{ o Wisy=—on=fe e o 9C o
H(s) hys’+hs+hy,  pog, L
sC
~ 1 B 1
u ( et |y 1+ RCs+LCs> 1+ 2&Tys+Ty's°
RC R [C
T,=VLC 2£I,=RC &=—F=—|=
0 ¢Ty 4 o 2\
80=0 8 =0 g, =1
hy=LCsec> h =RCsec h,=1

30. dbra
RLC dramkor kapesoldsi vazlata és dtviteli fliggvénye

Az RLC passziv elemeket tartalmazé aramkor a Te linedris lengd tagnak is egy szerkezeti illusztracidja, ha az
atviteli fiiggvényében szerepld ¢ csillapitdsi tényezd a 0<¢<1 intervallumban van. Legyen ezért:

W)= - S — (§=5‘/§:0.1 T, =LC =1sec)
H(s) 1+2fs+Tys> 1+02s+s 2\ L

a.) Adjuk meg a tag W(jw) frekvencia fiiggvényét, és dbrazoljuk ennek Nyquist helygorbéjét!
b.) A tag bemenetén zérus kezdeti feltételek mellett u(7)=2sin(wt)=2sin(t) bemend jelet mikodtetiink (a bemend
jel amplitidéja u,,.=2 korfrekvencidja w=1).
bl.) Léptékhelyesen dbrazoljuk az y(t) kimend jelet!
b2.) Kvazistacioner dllapotban adjuk meg az y(t)=y,wsin(wt+¢) kimend jel w korfrekvencidjat, y..(w)
amplitiddjat, és a bemend jelhez képesti gp(w) faziseltoldsi szogét!
Megoldas.
a.) A frekvencia fiiggvény az atviteli fiiggvénybdl kozvetleniil felirhaté:

G| 1 B 1 B 1
s=jo H(s)ld_:jm 1+ 26T, (jo)+ Ty (j)*  1+02(jo) +(jo)* 1-@&* + j0.2w

W(jo)=W(s)

MATLAB tamogatéssal szamolva és dbrazolva (lasd 31.dbra):

G=1;H=[1 0.2 1];grid on;nyquist (G, H) ;
title (A kéttédrolds lengd tag Nyquist helygdrbéje’);
xlabel (' reW(jw)’) ;ylabel (/imW (jw) ') ;

A kéttarolds lengd tag Nyquist helygorbéje
From: U(1)

imW(jw)
To: Y(1)

reW (jw)

31. dbra
Kéttarolds lengd tag Nyquist helygorbéje (¢=0.1, Ty=1)

> Az adott aramkor a két energiatdrolds tag dramkori illusztraciéjat reprezentalja.
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A helygorbébdl ldthat6, hogy mikozben az w korfrekvencia befutja a O<w<oo intervallumot az a(w)=IW(jw)|
amplitidonak az w, korfrekvencidndl a,,,, maximuma van, w,—nal g(w)=arcW(jo) szoge ¢(wo)=n/2, és w-—nél
a(w)=1 (0,=N(1-2&)/T, a rezonancia korfrekvencia, 6s a,.(w,)=1/25(1-)]. wo=1/T, a csillapitatlan
(természetes) sajat korfrekvencia’®, és a(w,)=1/2%). 0 =N2(1=23)VT, a vagasi korfrekvencia, és a(w.)=1).
A Kkéttarolés lengé tag mindezen jellegzetes korfrekvencia értékei (w,, o, .), illetve az ezeken a
korfrekvencidkhoz tartoz6 a(w,), a(wy), a(w,.) értékek az

1 1
14280, jo+ T (jo)* \/(I_T02w2)2+4§2T02w2

a(w) = absW (jw) = abs

kifejezésbol szamithatok.

bl.) A tag bemenetén 1év6 u(t)=2sin(wt)=2sin(t) jelet ugy allitjuk eld, hogy egy W(s)=2w/s*+w?) dtviteli
fliggvényli elésziird bemenetén L{d(1)}=1 jelet miikodtetink””. A W, dtviteli fiiggvényii elésziird tag kimenetén
keletkezd jel idéfiiggvénye ekkor: L’ {2w/(s’+w?)}=2sin(ot)”®. Az igy létrehozott rendszer hatdsvazlata m=1
figyelembevételével (1dsd 32.4bra,):

u(t)=2sin(t)

da(t) 5 ) (1)
.............. > N - _>
5(s) 1+02s+s y(s)
G.(s) 20 G(s) 1
W, (s) = =28 _ L W)= -
e il | =) 128 105
32. abra

Az u(t)=2sin(t) jel eldallitdsa, és a vizsgalt rendszer bemenetén torténd miikodtetése
A rendszer y(t) kimend jelét MATLAB tdmogatdssal szamitjuk és dbrazoljuk (33.4bra):

Ge=2;He=[1 0 1];grid on;impulse (Ge, He) ;hold on;
[Gy,Hy]=series (Ge,He, G, H) ; impulse (Gy, Hy)

Az u(t)=2sin(t) gerjesztésre adott y(t) valasz
From: U(1)

10 T
u(t
sl MOy
|
|
6F-— ——F—-——
: Yimax=10
4i--F-- == s e B
)
S
2 =
s 7
E o
< F

b

o
3
n
o
N
o
w
o

Time (sec.)

33. dbra
Figyeljiik meg, hogy a tranziensek ,lecsengését” kovetéen (elvileg a r=co idépontban, gyakorlatilag a t>>T,
idépont eltelte utdn) a harmonikus y(¢) kimend jel amplitidéja y,...=10, a bemend jelhez viszonyitott faziseltoldsi
szoge p= —m/2.

" A lengd tag v(r) dtmeneti fiiggvényében szereplé periodikus Osszetevd w=N(1-E)T, lengési korfrekvencidja a csillapitott sajat
korfrekvencia. Az w, rezonancia frekvencia akkor l1étezik, ha 0<&< 112

" Ez egy fiktiv kisérleti elrendezés, ami a szamitasok egyszerii elvégzését (a tag differencidlegyenletének a megolddsat) teszi lehetvé.

8 Vegyiik figyelembe, hogy a Laplace transzformacié alapjan L{sin(wt)}=w/s*+ )
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b2.) A bemendjel korfrekvencidja w=1. A rendszer linedris, ezért a kimendjel korfrekvencidja a kvazistacioner
allapotban azonos a bemendjel korfrekvencidjaval, vagyis w=1. A W(jw) frekvencia fiiggvény értéke az w=1
korfrekvencidn

1 1
1428, j+T7 > 1-1+02)

W(j@) = =5

absW(jw),, =5 areW(jw),, = —% =90

Ennek megfeleléen y,,=a(®)y,=5%2=10; @=—n/2 (—90”), tehat az u(t)=2sin(t)-re adott vélasz a rendszer
kvdzistacioner allapotaban y(t)=10sin(t—m/2).

Altaldnos esetben W(jew) m fokszamu szamldléval, és n fokszamu nevezdvel rendelkezd algebrai tort, ezért a
képfiiggvény meghatdrozdsa nem egyszerii. Kivételt képez ez aldl a linedris tortfiiggvény”, ekkor ugyanis

W(s)= G(s) _ gos+ g,
H(s) hys+h
W(jw)= G®) _ 80j@+8 _ (80j0+8)=hyjo+h) _ joxgoh —8hy) + gohy® + gihy _
H(jw) hyjo+h  (hjo+h)(~hjo+h) (hy@)* +h}
ho@* + gh, h —
=L 0w2+g121 +jo (8o Zg,h(;) =realW (jw)+ jimagW (jw)
(hoa)) +h1 (how) +hl
20 1 g2 e areig ™) W .
W= |30 8L T W (@)e U = a(w)e @

ho@® +h}

A linedris tortfiiggvény altal létesitett leképzés ,kortarto”, ami azt jelenti, hogy az s sikon 1évé kor
képfiiggvénye a W(s) sikon, szintén kor. Mivel az s sik s=jo (—co<w<) képzetes tengelye egy végtelen sugart
korként értelmezhetd, a linedris tortfiiggvény altal 1étesitett W(jw) képfiiggvénynek is kornek kell lennie.

Példa

Adott a 34. dbrdn RC dramkor kapesoldsi vdzlata, és dtviteli fiiggvénye® lithaté. Léptékhelyesen dbrdzoljuk az
dramkort absztrahdlé tag W(jw) frekvencia fliggvényét. Hatdrozzuk meg a harmonikus bemendjelnek azt a
korfrekvencidjat, amely mellett a kimend jel faziseltolasanak minimuma van!

o— ] a
R / R+-L
W(s)= y(s) _ G(s) _ sC__ SRC +1
R us) H(s) ,p, 1 s2RC+1
y
u sC
c gy= RC=1sec g =1

=T | hy=2RC =2sec I =1

34. dbra
Faziskésleltetd RC dramkor kapcsoldsi vazlata s atviteli fliggvénye
Megoldas
W(jw)= W(s),=o linedris tortfiiggvény, ezért az s sik jo képzetes tengelyének képfiiggvénye kor (35.4bra).
. 80O+ g, jo+1 . 81 . 8o RC 1
W(jw)==""—"-= =>W(jo ==—=1 W(jo =" =——=—
o= ot~ 2jwr] B =7 (o = =R =32

" Linedris tortfiiggvény esetén a tag elsérend, differencidlegyenletének dltalanos alakja: hody(t)/dt-+h,y(t)=godu(t)/dt+g u(t).
% Ez az dramkor kozelité PI szabalyozasi algoritmus realizaldsara is felhasznalhaté. Faziskésleltet6 aramkor.
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W(s) sik i A s sik
Jjw=jo

T W(jw)= ¥
k =(jo+1)/(2jw+1) Y Oumin

35. dbra
Az s sik képzetes tengelyének képfiiggvénye a W(s) sikon

A Nyquist helygorbébdl leolvashat6, hogy mikdzben az RC dramkor egységnyi amplitidéji harmonikus bemend
fesziiltségének korfrekvencidja befutja a O<w<co intervallumot, a kimend jel amplitiddja az egységrol 1/2 értékre
csokken®, és ekozben a faziseltoldsi sz0g z€rusrol, ¢, értéken at, ismételten zérusra valtozik. A W(jw) valds—, és
képzetes része, illetve fazisszoge:

8oj0O+ 8 _ 8ohy® + g1l " 'Q(gohl_glho)

W(jw)=

hyjo+h (o)’ +h (hy@)* + I
1+2(RCw)’ R
JLPARCor ; RCD _aw o)+ jimagW(jo)
1+4(RCw) 1+ 4(RCw)
(8o — &,hy)
. . 2,2 _
P(@) = areW(jw) = arctg lmag[W({w)] —arct (how)z +hy = arctg w(gohlz 8ihy) _
reallW (jw)] gohyw” + g\ gohyw” + gy
(hy@)* + 1
W(RC —-2RC) —-RCw - @
=arctg———5———==arclg ——————=arclg—5—=—arclg ——
2(RC) @~ +1 2(RCw)~ +1 20" +1 207 +1
A ¢(w) fuggvénynek ott van szélséértéke, ahol do(w)/dw=0, vagyis
dp(w) d - 1 20" —1-40(-w)
T T arddg = 2 Y] =
do dw 207 +1 - Qw™ +1)
20" +1
Ebbdl kapjuk: 2w°—1=0, és innen w,,,,,,i,,=1/\/2. Ennél a korfrekvencidndl a faziseltoldsi szognek minimuma van. A
Omin Ertéke:
_L
1
Orin (D) = arctg 1—\/5 =arctg(-—=)=-0.3398 = -19.4712°
2—+1 22
2
Példa

Adott az aldbbi RC dramkér kapcsoldsi vdzlata, és atviteli fiiggvénye®. Léptékhelyesen abrazoljuk az dramkort
absztrahdlé tag W(jw) frekvencia fliggvényét. Hatdrozzuk meg a harmonikus bemendjelnek azt a korfrekvencidjat,
amely mellett a kimend jel faziseltoldsanak maximuma van.

81 Azzal a kordbban tett megjegyzésiinkkel szemben, amely szerint m—oo mellett absW(jw)—0, most w=00 mellett absW(jw)=1/2 értékre
adodik, vagyis a dinamikus rendszer az egységnyi amplitiddji, w=00 korfrekvencidja jelet is a(w),-.=1/2 amplitidéval engedné magin
keresztiil. Az ellentmondds abban van, hogy az dramkor induktivitdsat elhanyagoltuk. Vagyis az adott frekvencia fiiggvény a valdsdg
egyfajta kozelitése.

82 Ez az dramkort PD szabdlyozasi algoritmus realizaldsara is haszndlhato.
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| c
| Ws) =) G _ g5+

u(s) H(s) hs+h,

00— >0 R _sRC+1
R N Rl SRC+2
R+ sC
R y R+-L
u sC

8y =RC =1lsec g =1
| hy=RC=lsec  h =2

36. dbra
Fazissietteté RC daramkor kapesoldsi vdzlata és atviteli fliggvénye

W(jw)= W(s)j, linedris tortfliggvény, ezért az s sik képzetes tengelyének képfiiggvénye kor.

. 8pj@O+g, _ jo+l . g _1 . 8 _ RC
Wiiw)=—2L 2" =>W(jw). === Wiw,, . =-—=—=1
o) hyjo+h — jo+2 O jomo no2 (D) jons hy RC

W(s) sik . s sik
j J A . .
Jw=jo
w, W(jw)=
O -~ ‘ =(jo+l) /(jo+2) ) jo,
w=0 w=00
O O +
12k 1 % ’
jo=j0
37. abra

Az s sik képzetes tengelyének képfiiggvénye a W sikon

A Nyquist helygorbébdl leolvashatd, hogy mikdzben az RC dramkor egységnyi amplitiddji harmonikus bemend
fesziiltségének korfrekvencidja befutja a O<w<oo intervallumot, a kimend jel amplitidéja az 1/2 értékrél az
egységre novekszik, és ekdzben a faziseltoldsi szog zérusrol, ¢, értéken at, ismételten zérusra valtozik. A W(jw)
val6s—, és képzetes része, illetve fazisszoge:

) jo+ (goj@+ g)(=hyjo+h)  jaxXgh —ghy)+ goh,@* + g,h
W(jw) =50 2% 81 _ (80JO+ 8 )(Thyj h) _ JaxXgoh — g ly) + 8oho® + &\l _

hyj@+h (b jo+h)(~hyjo+h) (hyw)* +h} B
_ SOt &l | oy B8 _ )+ jimagW(ja)
(hy@)” + Iy (hy@)* + h;
(gl — 81hy)
. . 2 2 _
O(@) = arcW (jo) = arctg zmag[W({a))] =aret, (110(1))2 e a)(gohlz 8ih) _
reallW (jo)] gohy@ + gl 8oy + gl
(hyw)* + h}
@(2RC — RC) RCw @
=arctg ——————==arcig 5 =arctg —
(RC) " w™ +2 (RCw)” +2 @ +2

A ¢(w) fuggvénynek ott van szélséértéke, ahol dp(w)/ dw=0, vagyis

dp(w) d 1) 1 W +2-20(w)
= —arcig— = 2 2 >
dw dw @ +2 . ( ) J (o~ +2)
+

W +2

Ebbél kapjuk: @’~2=0, és innen w,,,,,,,,:\/Z. Ennél a korfrekvencidndl a faziseltoldsi szognek maximuma van. A
Qmax Ertéke:

Do (@) = arcig 2 = arctg(L) =03398 = 19.4712°
242

V2
242 V2
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Példa

Integralo tag étviteli fiiggvénye:

W(.S):M :i:L:l (T, =1)

hys +hy

8=0, =0

a.) Adjuk meg a tag Nyquist helygorbéjét.
b.) Az integrdlé tag bemenetére u(t)=sin(wt)=sin(2t) jelet kapcsolunk (w=2). Adjuk meg az y(t) kimendjel
idéfiiggvényét.

Megoldas

a.) Ez esetben is linedris tortfliggvény képezi le az s sik képzetes tengelyét a W sikra, de most — miutdn az atviteli
fiiggvénynek a komplex sik origéjdban pélusa van — nem aszimptotikusan stabilis rendszerrél van szo. A
W(jw)=W(s),-;, megfeleltetés alapjan:

W(jw)= L T = .
J N ;
jaT, &
A Nyquist helygorbe:
W(s) sik s sik
i A ' W(jo)= ‘
e =1/(joT))
» — T . O<w<o
— O N
A
w=w

1/(jeuT)

38. dbra
Az s sik képzetes tengelyének képfiiggvénye a W(s) sikon

Ez a leképzés az s sik pozitiv képzetes tengelyét a W(s) sik negativ képzetes tengelyébe ,,viszi at”. W(jw) fazisa a
korfrekvencidtol  fiiggetlen, és  ¢(w)=—n/2 (-90°), W(jw) abszolit értéke pedig a korfrekvencidtdl
a(w)=1/(wT;)=1/w szerint hiperbolikusan fligg. Az integrdlé tag tehdt alul dteresztd sziir¢ tulajdonsdgdval
rendelkezik, a nagyfrekvencids jeleket erdsen elnyomja.

b.) Az integral6 tag W(jw) Nyquist helygorbéje alapjan most nem vonhatd le az a kovetkeztetés, hogy az egységnyi
amplitiddéji harmonikus bemendjel barmekkora o korfrekvencidjandl a harmonikus kimendjel amplitidéja
a(®)ue= a(w)= 1/wT;) és fazisszoge ¢(w)=—n/2. Ennek oka az, hogy az integrdl¢ tag az u(t)=sin(wt) bemend
jelre adott y(t) valasza:

t

(1) =TiiJ.u(t)dt _l
0

I . 1 1 1 1
= Tij.sln(at)dt = —Ecos(a)t) = —Ecos(wt) +T = —Il —cos(ar)]
0

i i i i
0

Az y(t) kimend jelet az alabbi hatdsvazlatnak megfelelden, MATLAB tdmogatassal szamitjuk:

39. abra
Az u(t)= sin(wt) jel eldéllitdsa, és a vizsgalt rendszer
bemenetén torténd mikodtetése

Ge=2;He=[1 0 4];grid on;impulse (Ge, He) ;hold on;
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G=1;H=[1 0];

[Gy,Hy]l=series (Ge,He, G, H) ; impulse (Gy, Hy) ;

title('Az u(t)=sin(2t)

ylabel ("u,y’);

u,y
To: Y(1)

bemend jelre adott y(t)

Az u(t)=sin(2t) bemendjelre adott y(t) valasz

From: U(1)

y(t)=[1-cos(2t)]/2

valasz’);

Time (sec.)

40. abra
Az integral6 tag u(t)=sin(2wt) gerjesztésre adott y(t) valasza

Holtidés tag Nyquist helygorbéje

Kiilonos fontossaggal bir a holtidés tag tulajdonsagait leiré W(jw) frekvencia fiiggvény. A W(jw) most a
transzcendens W(s)-bdl s=jw helyettesitéssel szarmaztathato:

W)= = W(o=e'"" =  aw=1 @) =-aol,

A W(jw)=exp(—jowT,) frekvencia fliiggvény egy egységsugard kor egyenlete, a Nyquist helygorbe a 41. dbran
lathato.

J o
W(s) sik Jj W(jow)= J=]® s stk
=exp(-joTy)
w=31/(2T}) 4 0<w<o Jor=jn/T,
vvvvvvv - B ij
.......... — P
0)2=7E/T;, CU—O, 2T[/Th,
+ +

1 1
a(w)=1 | N —jo=-j»
(P(CUX) =—w,T)

41. abra

A W(s)=exp(-sT}) atviteli fliggvényl holtidds tag Nyquist helygorbéje

A Nyquist helygorbébdl kiolvashatéan az egységnyi datviteli tényezdvel rendelkezd holtidés tag minden
korfrekvencidji jelet egységnyi amplitidéval enged magin keresztiil: a(w)=1 (mindent dtereszté sziiré®). A
kimend jel és a bemend jel kozotti faziseltoldsi szog ezzel szemben az w korfrekvencia ¢(w)=—wT), szerinti
linedris fiiggvénye. Mikozben a korfrekvencia befutja a O<w<oo intervallumot, a W(jw) helygorbe végtelen
sokszor korbejarja a W(s) sik origdjat.

A W(s)=exp(—sT},) atviteli fiiggvény elséfoki Pade™ —, és k fokszamu Streje kozelitésének lehetséges alakjai:

¥ A holtidds tag W(jw)=exp(—joT,) frekvencia fiiggvénye elméleti hatdreset, fizikai rendszerekben a holtidés késleltetés energiatarolasbol
szarmazo késleltetéssel egyiirt fordul eld.
8 A Pade kozelitésnek léteznek magasabb fokszdmmal rendelkezd kifejezései is.
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1= s D
2-sT, 55
W(s)=e " ETYT% T2 W(s)=e E;T
S et (1+ sy
2 k

A W(jw) frekvencia fiiggvény dbrazoldsanak tovabbi lehetdségei az a(w)=absW(jw), p(w)=arcW(jw), illetve a
re(w)=realW(jw), im(w)=imagW(jw) fiiggvényeknek Descartes koordinéta rendszerben torténd megadasa. Ezek
egyenértékliek a Nyquist diagram ismeretével.

Labilis rendszerekre is értelmezhetd az atviteli fiiggvényhez rendelheté W(jw) frekvencia fiiggvény, de ilyen
esetben — miutdn a rendszer az u(t)=u,.,sin(ewt) harmonikus gerjesztésre minden hatdron tul novekvd y(t)
kimené jellel vélaszolna — a W(jw) frekvencia fiiggvénynek matematikai jelentés adhat6™.

A Bode diagram

A Nyquist helygorbe polardiagramban adja meg az a(w) hosszisdgi—, és ¢(w) fazisszogli vektorok
végpontjainak mértani helyét, mikozben az w korfrekvencia befutja a —co<w<o intervallumot. Ebbdl fizikai
jelentése a O<w<oo intervallumnak van, az ebben értelmezett a(w) és p(w) értékek azt mutatjdk meg, hogy az
onbedllé linedris jelatvivé tag — mint a harmonikus bemend jeleket sziiré dinamikus rendszer — milyen
frekvencia—tviteli tulajdonsiggal rendelkezik. A sziird karakterisztika® igen valtozatos lehet, Descartes
koordindta rendszerben megjelend jellegzetes alakjit a 42. dbra mutatja.

a(w) a(;)=Ayax
p(®)
o A(@)=abSW(jw)
amplitudomenet
a(0) ¢
a()
: 0 w
O, W, Yoy 4
0(0)=k;m/2 S 2(0/ ?((u),:.arcW(Jw)
£ fazismenet
Vo
¢(0)=kom/2 \/,
42.abra

Egy jellegzetes a(w), és p(w) karakterisztika Descartes koordindta rendszerben

A stabilis linedris rendszerek frekvencia fliggvényének a(w) amplitidé karakterisztikdi adott w,
korfrekvencidknal rezonancia (kiemelés)—, vagy w, korfrekvencidanal antirezonancia (elnyomads) jelleget
mutathatnak, de d&ltaldnosan jellemzd tulajdonsaguk, hogy a nagyfrekvencids jeleket elnyomjak:
a(w)y=w=a(®)=0. Mindez a fizikai rendszerek tehetetlenségi tulajdonsdgdbdl szarmaztathaté. A ¢(w)
faziskarakterisztika jellegzetessége, hogy az w=0, és az w=oo korfrekvencidkon felvett értéke a +m/2 radidn
egészszamu tobbszorose lehet’. Mindenesetre az amplitidé—korfrekvencia karakterisztika a korfrekvencidnak
magas fokszamu hatvanyfiiggvénye, a fdzis—korfrekvencia karakterisztika pedig trigonometrikus kifejezéseket
tartalmaz, ezért a frekvencia fliggvény abrdzoldsa — a linedris tortfiiggvény esetét kivéve — nehézkes. Ezen segit a
Bode diagram, amelyben logaritmikus léptéket vesziink fel az amplitidé—, és a korfrekvencia tengelyeken
egyardnt. Ez az dbrdzolds lehetéséget teremt arra, hogy a magas fokszdmi hatvdnyfiiggvényeket egyenes
szakaszokbol dllo tortvonalakkal (aszimptotdkkal) kozelitsiik.

Az atviteli fliggvény idéallandés normalalakjabol kapjuk a frekvencia fiiggvény idédllandés normalalakjat:

H(l+jan',)H[l+2/1,1'{),ja)+z'fl(ja))2]
Wijo) == o L e
JOTIa+ jar) T11+28 T, jo+ T, (jo)’]
1=l 1=l

8 A labilis tagok W(jw) frekvencia fiiggvényének matematikai jelentése az altaldnos Nygquist stabilitds kritérium alkalmazasanal keriil
felhasznélasra.

8 Az aluldtereszté sziiré itengedi magdn keresztiil az alacsony frekvencidji jeleket, de a nagyfrekvencidjiakat erésen csillapitja. A
feliilatereszté sziir dtengedi a magas frekvencidju jeleket és az alacsony frekvencidjiakat er6sen csillapitja. A savsziiré csak egy adott
frekvenciasdvban 1évé jeleket enged magéan keresztiil, szemben a savzaré sziirovel, amely egy adott frekvencia sdvban 1évé jeleket nem
engedi magan keresztiil.

87 Bz csak akkor lehetséges, ha a linedris rendszer holtid6 nélkiili.
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Ebbdl az a(w)=absW(jw) amplitidé—korfrekvencia fiiggvény (amplitidémenet), és o(w)=arcW(jow) fazis—
korfrekvencia fiiggvény (fazismenet) kozvetleniil felirhato:

" "
. Y1+ TIYa-720") +Cur, 0
a(w) = absW (jo) = = -

@ Y] i+ @ny [1{0-100) + Q7,07
1=1 =1

m my 2
(@) =arcW(jo)= Y arcig(@r,)+ Zarctg#"la; -
I=1 I=1 —T,0
28T, @

P "
—iE—Zarctg(a}T,)—Zarctgl 21 > —afl,
= -

I=1 ol

Az amplitidé menetet a hiraddstechnikdbdl atvett decibelben skdldzva, az a(w)sp=20loga(w) jelentdsen
egyszerlisodik, mivel a logaritmus képzés a szorzdst dsszeaddsra—, a hdanyados képzést kivondsra, egyszerisiti:

m ”,2
a(w),; =20loga(w) =20[logk + Zl;log ‘/1 +(wr,)’ +§10g\/(1 —10,0°) + 2Ty’ —

B "
—ilog@—Ylogy1+(@T})* — Y logy(I~T3@") +(2£T,,)" |
=1 =1

Ha a decibelben mért amplitidét olyan koordindta rendszerben dbrazoljuk, amelyben az o korfrekvencidra is
logaritmikus 1éptéket hasznalunk®, akkor az a(w)ss grafikonjanak négyzetgyokos tényezdit tartalmazé
komponensei egyenes szakaszokkal kozelithetdek, hiszen

20log+/1 =0 dB ol <<1
20log 1+ (@)’ ={ 20logy2 =3dB @l =1
20log(a@T') ol >>1

20logN1 =0dB ol <<1
20log \/(1—T2w2>2 +(28Tw)* =4 20log(2E) dB @l =1
40log(a@T) Tl >>1

Az a(w)s amplitidéomenet kiilonféle komponensének aszimptotikus kozelitései ennek megfeleléen 0
dB/dekad, £20 dB/dekad, +40 dB/dekad, +i20 dB/dekdd meredekségli egyenesek, és ezek dsszegzésével all el6 a
tényleges amplitidé menet aszimptotikus kozelitése. A kozelitd egyenesek, és a tényleges érték kozott a
legnagyobb eltérés az w=1/T korfrekvencidju toréspontokban van (3 dB, illetve +20log(2¢) dB). A ¢(w)
fazismenet komponensei vagy alland6 értékek (+m/2-nek egészszami tobbszorosei), vagy pedig arctg® tipusi
trigonometrikus fiiggvények.

Az amplitidé menet komponenseinek aszimptotikus kozelitéseit a 43. dbran foglaltuk 6ssze. Ezeken a
vizszintes koordinitira a log(w) értéket visszik (vagy logaritmikus Iéptékben skdlazunk), a fiiggdleges
koordinatan pedig az amplitidét decibelben mérjiik: aqg =20loga.

¥ Ezen a skdlan 1dekad az a tivolsdg, amelynél az o korfrekvencia a 10—szeresére novekszik, vagy a tizedére csokken.
¥ Az p=arctgo figgvény féértéke a —n/2<p<n/2 kozott véltozik, mikozben az o fiiggetlen véltozé a —o<w<co intervallumot futja be. Ha a
frekvencia fiiggvény exp(—jewT)) holtidds tényezdt is tartalmaz, akkor a fazismenetnek —w7), komponense is van.
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1
(jo

log(w)
(u:l\ . —i20 dB/dekad

20 loglkl | 2010g|e’j”’T”| =0 201og

w= I/T() 5 1/‘[{)

20log ]_
1+ joT

| 1
|1+28T, joo+ (T, j)’ |

20log

43. dbra
A frekvencia fiiggvény amplitudomenet komponenseinek aszimptotikus kozelitései

A fazismenet komponensei ldthatéan a +m/2 radidn egészszamui tobbszordseit, az arctg trigonometrikus
fliggvény komponenseit, illetve a holtidébdl szarmazé -wT), tényezdket tartalmazzdk. A Bode diagram
fazismenete a ¢ szoget szogfokban méri, és értékét a log(w) fiiggvényében dbrdzolja. A fazisdiagram
komponenseit a 44. dbra tartalmazza.

arclexp(—jaT,)|=—wT), V ' arc[1/(jo)=—in/2

@ —i90°

/

arc[1+2uz(jo)+7’(jo) 1=
=arctg[Qury w/(1- téw?)]

A fdzimenet ; : N/ /
aszimptotikus i .
kozelitése

a
arc(1+jwr)=arctg(wr)
: ; \

o) w=1/e0, /Ty /)

arc{ U[1+2uT (jo)+ T (o)1)=
arc[1/(1+jwT)]=— arctg(wT) =arctgl2To/(1- Ti’")]

w=1/t, 1/T

44. dbra
A fazismenet komponensei, és ezek aszimptotikus kozelitései
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Megjegyzés.

A W(s) étviteli fiiggvény holtidés tényezdje a fazismenetre lényeges befolydst gyakorol, mivel arclexp(—jwT,)]=—wT,. Ez a tényezd az
@=1/T), korfrekvencidn —1 radidn (=57.3") fazisszog viltozdssal befolydsolnd a holtidé mentes rendszer faziseltoldsit. Ennek akkor van
meghatdrozoé jelentésége, ha W(s)=Wy(s) a szabdlyozds felnyitott korének eredd dtviteli fiiggvénye, és ennek w. vagdsi korfrekvencidja az
1/T), érték kornyezetére esik. Ilyenkor a holtidd jelenléte a zért szabdlyozasi rendszer stabilizaldsi problémdihoz vezethet.

Példa
Onbedll6 harmadrendii rendszer, idédllandés normélalakban definidlt dtviteli fiiggvénye:

1+2utys +7,5° —10 1+0.25 +57
(428, +T7s*)A+5T) (14 0.4s +45>)(1+0.1s)
k=10 u=0.1 z,=1 £=0.1 T,=2 T=0.1

W(s)=k

Abrézoljuk a tag Bode diagramjainak aszimptotikus kozelitéseit, valamint az amplitidémenet—, és a fizismenet
pontos diagramjait.

Jelen feladatban egy olyan dinamikus rendszert absztrahdlé tagrél van szd, melynek drviteli figgvénye negativ
val6s részii zéruspdrral (—,u/tgi—j\/( 1—,112)/10), valamint negativ valds részli péluspdrral (—5/1"04_;/'\/( 1=-E)Ty), és egy
negativ pélussal (—=1/7) rendelkezik. A rendszert leir6 tag igy onbedll. Az aszimptotikus Bode diagramok (45.
abra):

T, 1/ T
20log|l + 247, (jw) + rj(jw)2|
0 o
-40 40
Wogk N 1982 2010 —
. 0 1+T(jw)
..... - 20
2010g] : 10" PN
14 28T, (jo) + T (jw)> B i
| 1ol ot | 0 20absW(jw)
180 ............
arck arc[1+2ﬂro(ja))+fg(ja))2]
, -
1
arc| 3 3 1
1+ 28T (jo) + T (jo)
H 1
H arc[———
-180° [1+T(jw)]
ur, 1 T
45. dbra

Az aszimptotikus Bode diagramok
A pontos Bode diagramokat MATLAB timogatassal szamitjuk és abrdzoljuk (14sd 41.dbra):

k=input (' k=) ;mii=input ('mii=') ; tauO=input (' tauld=");
ksi=input (' ksi=’); TO=input (' TO=') ; T=input (' T=") ;
G=[tau0"2 2*mi*taul 1];H=conv([T0"2 2*ksi*TO0 1],
grid on;bode (G, H)

[T 1]);

Bode Diagrams

Fromt U(1)

Prese (ceg); Magrituce (0B

Frequency (rad/sec)
46. dbra
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Példa
PIPD szabdlyozasi algoritmust reprezentdl az aldbbi atviteli fliggvény:

14T, 14T,
WL_(S):](##
1+sT

k=25 T,=5 T,=1 T=0.
ST,

Léptékhelyesen dbrazoljuk a szabdlyoz6 Nyquist helygorbéjét, és Bode diagramjait.
A szabidlyozo frekvencia fliggvénye:

1+5j0)1+ jo)
5jo(1+0.1jw)

L+ jal)(+ jaT,) _

W.(jo)=W. (), jal,(1+ jaT)

=k

=jo

A Nyquist helygorbét, és a Bode diagramokat MATLAB tamogatassal szamitjuk és abrazoljuk (lasd 42.dbra):

K=input (' k=') ; Ti=input (' Ti=’) ; Td=input (' Td=') ; T=input (' T=") ;
$k=2.5,Ti=5,Td=1,T=0.1

Ge=k*conv ([Ti 0], [Td 0]);Hc=conv ([Ti 0], [T 1]);grid on;nyquist (Gc, Hc);
title ('A szabdlyozd Nyquist helygdrbéje’);

bode (Gc, He) ;

title ('A szabdlyozdé Bode diagramjai’);

Imaginary Axis

A szabalyoz6 Nyquist helygorbéje

From: U(1)

60—

A szabdlyoz6 Bode diagramjai

From: U(1)

T TTTTI
LLLUML. L HHUH
ac(w)dB

TorY(1)

Phase (deg); Magnitude (dB)

To: (1)

ALY SRR
FIIE 1 L
I 1L 1
L T I I I 1
N B W A N1 L1

10° 10! 107

10 10? 10

Frequency (rad/sec)
Real Axis

47. abra

Az eredmények alapjdn a szabdlyozé frekvencia atviteli tulajdonsdgai kivdléan megitélhetdk, kiilonosképpen a
Bode diagramok ismeretében. Ez utébbiakat a MATLAB nagy pontossdggal szdmitja, de ha ez nem dll
rendelkezésiinkre, az aszimptotikus amplitidémenet—, illetve a fazismenet egyszertien és gyorsan felvdzolhat6. Az

adott esetben — a komponensenkénti dbrdzolds alapjan — az aszimptotikus amplitidé—, és fazismenet (lasd
43 4bra):

Labs(k/jorT))]as [abs(1+joT;))s [abs(1+joT,)]es [abs(1/(1+jwT))]as
e log(w)
arc(1+joT;) T, KT, 1, T R
arc(1+jwT,)
90° (m/2) > s
. -“--- SREREREa ....lllllllllll.l
= A log(w)
b o’
sapuus® »*
-90° (~1/2)
</ VT, T, /T, T N
arc[iAjwT;)]=-90" arc[(1/(1+joT)
48. dbra

A PIPD szabdlyozo aszimptotikus Bode diagramjai
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Ha a frekvencia fliggvény az exp(—jwT)) holtidés tényezOt is tartalmazza, akkor ez az eredeti amplitidd
menetet nem befolydsolja, a fazismenetet viszont egy tovabbi ¢(w)=—wT), additiv tényezdvel modositja. Ez az
w-nak ugyan linedris fiiggvénye, de mivel a Bode diagramon a fazisszoget logw fiiggvényében dbrazoljuk, ezért
a linedris fliggvényt megjelenitd egyenes a logaritmikus 1épték miatt ,.eltorzul”.

Példa

Egy energiatarolds holtidés folyamat atviteli fiiggvénye:

W, (s)= e k=10 T=1

1+sT

A holtidé T, : 0, T,=T7/2=0.5, és T,=T=1 értékeire 1éptékhelyesen dbrazoljuk a folyamat W(jw) frekvencia
fuggvényének Nyquist helygorbéjét. T,=T=1 esetre adjuk meg az a(w), a ¢(w), a realW(jw), és az imagWij(w)
karakterisztikdkat, valamint a Bode diagramokat. Adjuk meg a Bode diagramok aszimptotikus kozelitéseit.

A frekvencia fliggvény, valamint ennek abszolit értéke, szoge, valds—, és képzetes része:

. k — jarTy k — jarctg(@T) — jaT] 10 — jarctg (10@)— j@T]
W(]a))= - e 1Y = e e e /Yh = el J@lp
! 1+ jar J1+(@r)? 1+ @
worl & | & |0 w0
1+ joT [1+jor| |1+ jo| 144
o(w) =arcW,(jo) =arc +arce M = —arctg(@l') — T, = —arctg(w) — &T,
1+ jaoT
‘ k(- joT) . 1 ol .
W, (jo) = ] [cos(—aT;,) + jsin(~aT;,)] = k[ Neos(-aT,) + jsin(-aT,)]| =

(1+ jaT)(1- jaT) 1+ (@) 1+ (al)
—k cos(aT),) — oI sin(aT,) ik — T cos ol —sin(aT),)

1+ (aT)* 1+ (al)*
realW, (jo) =k cos(aT),) - aﬂ"szin(a)Th) -10 cos(aT),) - a)s2in(aiTh)
1+ (al) 1+ ()
imagW, (j@) =k Tl cos o, +sin(awT),) 10 wcos &T), +sin(al),)

1+ (aT)* 1+ (w)*

A szamitdsokat, és az dbrazoldst (lasd 44a,b. dbrdk) timogaté MATLAB program:

k=10; T=1; Th=input (' Th=") ;

w=linspace (0,20,1000);

realWp=k* ( (cos (w*Th) -w*T.*sin (w*Th)) ./ (1+ (w*T).”2 ));
imagWp=-k* ((w*T*cos (w*T) +sin (w*T)) ./ (1+ (w*T) . "2));
a=sqrt (realWp.”"2 +imagWp.”"2); f=-atan (w*T)-w*Th;

plot (realWp, imagWp) ; grid on;

plot (w, realWp, w, imagWp,w,a,w, f);

adB=201o0gl0 (a) ;

[Gh, Hh]=pade (Th, 5) ; GT=k;HT=[T 1];Gp=k*Gh; Hp=conv (HT, Hh) ;
semilogx (w, adB,w, f) ;

Egytarolés holtidos tag Nyquist helygérbéje

imagW

realW

49a. dbra
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Egytarolés holtidos tag realW (jw),imagW (jw),a(w),f(w)figgvényei

realW,imagW,a,f

adB f

w korfrekvencia

49b. dbra

Az aszimptotikus Bode diagram amplitidé menetének tdréspontja az w=1/T=1 korfrekvencia értéknél van, és az
amplitidé menetet a holtidé nem befolydsolja. A ¢(w) fazismenet jelentsen fiigg a holtid6 értékétél. Abran
szemléltetve (lasd 50. dbra):

Az aszimptotikus amplitiidomenet

—Jjely _

\ 20abs ——
................................................... 3dB 1+ joT

201log k —201og,/1 +(@T)*

@

w:l/T;,

logw

—arctg(wT)

-57.3" (-1 rad) X~ 20 dB/dekdd

-90° (-/2 rad)

_k
1+ joT
=—arctg(al) — T,

— jo]
arc @ =

50. dbra
Az egytarolds holtidds tag frekvencia fiiggvényének Bode diagramjai

A Bode diagramok kozelitd, aszimptotikus felvdzoldsat az a kényszer sziilte, hogy az atviteli fiiggvény magas
fokszama esetén, a W(jw) frekvencia fiiggvény pontos meghatdrozasa jelentds mértékben szamitdsigényes. A
mai — szamitastechnika 4ltal nydjtott — lehetdségek mellett mar nem sziikséges a kozelitések alapjan dolgoznunk,
igy példaul a szabdlyozds rendszertechnikai méretezésekor is a pontos frekvencia fliggvénnyel szdmolhatunk.
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Ennek ellenére a Bode diagramok aszimptotikus dbrdzoldsmodja a szemléltetés eszkozeként tovdabbra is kivdloan
hasznosithato.

A frekvencia fiiggvény Kisérleti meghatarozasa

Az onbedllé tagok W(jw) frekvencia fiiggvénye mérések sorozatdval is meghatdrozhatd. A mérési eljards
lefolytatdsdhoz sziikség van egy olyan, a harmonikus bemend jelet eldallité jelforrasra, amely széles frekvencia
intervallumban képes dllandé amplitidéji harmonikus jel szolgaltatasira. A kisérlet elvi elrendezését™ a 51.

dbra mutatja.

u(t) A vizsgdlt objektum y(t)

Harmonikus
jelet eléallito
jelgenerator
0<®<0
A harmonikus bemenéjel bemend jel kozotti ¢ - A harmonikus kimendjel
Upax amplitidéjat méré faziseltolast méro L Vw amplitidéjat méré
muszer miiszer : miiszer

51. dbra
Meérési elrendezés a frekvencia fiiggvény kisérleti meghatdrozdsara

A jelgenerdatoron be kell allitani egy adott f; [Hz] frekvencia értéket (w;=2mf;[rad/sec]), valamint az
objektumra kapcsolt jel u,,,,; amplitidéjat. Ezutdn meg kell varni a kvazistacioner dllapot kialakuldsat, és ezt
kovetden kell leolvasni a kimend jel y,..; amplitidéjit, és a bemend jelhez viszonyitott ¢,(w;) faziseltoldsi
SZOZEt. AZ Ypax/Unaxi=a,(@;) érték lesz az adott w; korfrekvencidhoz tartoz6 absW(jw,), a ¢,(w;) pedig az
arcW(jow;). A mérést a korfrekvencia kiilonféle értékeknél ismételten el kell végezni, a korfrekvencia olyan
intervallumdban, amely a vizsgdlt objektum szempontjdbol a meghatirozd. A féaziseltolds mérésének igen
egyszerli modszere (villamos fesziiltségek esetében), egy kétsugaras oszcilloszkopon a u(?) é€s y(t) jelek
idofiiggvényeinek—, vagy a jelek dltal képzett y(u) Lissajous gorbének az dbrdzoldsa. Léteznek olyan — igencsak
koltségigényes — céleszkozok, és mérési eljardsok is, amelyek a Nyquist helygorbét, vagy az ennek megfeleld
Bode diagramokat egyetlen ,,gombnyomdsra” képernyOn, nyomtatott 4brdn, vagy tdbldzatos formdban
produkaljak (spektrum—analizatorok).

Fiiggelék
F1. Nemlinearis alaptagok

A val6sdgos dinamikus rendszerek igen gyakran nemlinedris matematikai modellel irhatdk le, ezért ezek
hatdsvazlatdn a linedris alaptagokon tilmenden nemlinedris alaptagokat is szerepeltetni kell. A nemlinedris
alaptagok nemlinedris algebrai fiiggvénykapcsolatokat, illetve nemlinedris matematikai miiveleteket
szimbolizdlnak a kimend—, és bemend jeleik kozott. Ezek altaldban a matematikai analizisbOl ismert hatvany—,
trigonometrikus—, exponencidlis—, stb. fiiggvényeket, illetve a szorzdst, és a hdanyados képzést jelenitik meg.

% Ez a mérési elrendezés arra az esetre vonatkozik, amikor a vizsgalt objektum bemen6—, és kimen6 jelei villamos egyenfesziiltségek.
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u y=u’ u y=u’ u y=u'
2 ( )3 n

s O — > — O [

u y=\/u u y=uw u y=u1/n

u y=sin(u) u y=cos(u) u y=tan(u)
— sin > —» cos L 5 — > tan S

u y=exp(u) u y=In(u) u y=log(u)

» exp |—» — n |, —»| log |

u y=sh(u) u y=ch(u) u y=th(u)
—»| sh |—» —»| ch | — th |
“ ) y=abs@w)  u - y=sign(w)  u y=f(uw)

o| abs | —y| sign |, — S |
") y=uu, i y=u,/u, i y=F(u;,u;)
— T _— —p / L > —»p F (Ll 1yl/l2) Ly
B i T
Szorz6 tag Hényados képzd tag Fliggvénygenerétor
LN 5 u y u
Kétallasd tag Kétallasa hiszterézises tag Héromalldsd tag
u y u y
| y
—> —> —p >

Telit6do tag

Erzéketlenségi sdvos tag

F1. dbra

Nemlinedris alaptagok egy csoportja

Haromalldsu hiszterézises tag

A nemlinedris alaptagok valasztéka tovabbi fliggvénykapcsolatok felvételével tetszdlegesen bévithetd. Ezeket
a fiiggvénykapcsolatokat, a tagot absztrahdlé négyszogbe irt képlet—, illetve dbra fejezi ki. A képlet jelentése az,
hogy a bemend jelen milyen matematikai miivelet kell elvégezni ahhoz, hogy a kimend jelet eldallitsuk. Sok
esetben a képletszerti megadas helyett egy dbrdval jellemezziik a bemendjel-kimendjel kapcsolatot, amely dbra

altalaban a tag statikus jelleggorbéjét — az y=f{u) fiiggvényt — mutatja meg.

A dinamikus rendszerek matematikai modelljét, illetve e modell hatdsvazlattal torténd lefrdsdban az alaptagok
felhaszndldsanak lehetdségeit, példikon mutatjuk be.
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Tartalyokbdél 4ll6 folyamat

Két, F), F, (mz) feliileti, szabad kifolydsu hengeres tartalybdl 4ll6 folyamat tartdlyait az u;, u, €s u; (m3/sec)
hozamok toltik. A tartdlyokbdl kidraml6 g; €s g, hozamok a h; és h, (m) szinthelyzetektdl — Bernoulli torvénye
szerint — a q,=yf,\/(2gh,), q2=,ufg\/(2gh2), szerint fiiggnek, ahol f; f, az dramldsi keresztmetszet (m’), u a
kifolyasi tényezd, g a nehézségi gyorsulds (m/sec’). A szerkezeti elrendezés, az anyagegyensiilyi egyenletek és
az alaptagokbdl felépitett hatdsvazlat:

> hi=x;=y,

’ X, X2

> —>
hy=x,=y,

Fdh, = (u, +u, —q,)dt
F,dh, = (uy +q, — q,)dt

9 ::ufl\/zé’hl
9 =M2v2gh2

@ x,(0)
SN [ ,é)

\ 4

—(f h1=X1:}'/
Ve

uz
—| B o |«
x2(0)
us
> B2 J‘ h2:X2:y2

o ~

F2. dbra
Tartdlyokbdl 4116 dinamikus rendszer, a rendszer alaptagokbdl felépitett hatdsvazlata.

A rendszernek hdrom bemend jele (az u;, up, és az u; hozamok) és két kimend jele (a h;, és a hy
szinthelyzetek) van. Ha a h;=x;=y,, €s a h,=x,=y, szinthelyzeteket dllapotvéltozéknak, és egyben kimend

jeleknek definidljuk, akkor az anyagegyensiilyi egyenletek alapjan a rendszer dllapotegyenletei a=uf\(2g)/F,
p=1/F jelolésekkel:

dx, (1)
dt

d

%O) = folx, (), x, (), u ()] = a’nlx, 1) — az,/xz(t) + By (1)

)'l(l) =8 [xl(t)] =X ([)

}’2(1) = gz[xz(t)] = xz(t)

= f[ [x] (t), uy (t)’uz (t)] =-a \/ X (l) + ﬂ[u] (t) + ﬁluz (t)

Jellegzetes tulajdonsdgok: Mdasodrendil (két dllapotvaltozo, két integrdld tag)—, nemlinedris (gyokvond tagok)—,
harom bemend jelll (u;, u,, u; hozamok)—, két kimend jelli (y;, y, szinthelyzetek) onbedllo rendszer. A fizikai
miikodésbdl kovetkezik, hogy allandd u;g, uz, uz hozamok mellett az y, y, addig novekszik, amig az
u ,0+u20=,uf,\/( 2gyyp), illetve az u30+yf,\/(2gy,0) =,uf2\/( 2gy»p) anyagegyensiilyi helyzetek 1étre nem jonnek.
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RLC elemekbdl felépiil6 aramkor

o — 5

P < y u y
u ur X1, X2
u R T__ c v - > >
Uc=Xx2
—> i=x,
di/dr %(0)
u i=x;
—| L I >
1y () = Ri(t)
RIL | w0=L5
up(t)= %J.i(t)dt
VL u(t) = g (1) + 1, (1) +u, (1)
y(t)=uc(t)
1/C |4
du/dt
[ [reot——
U=X2=y
Xz(o)
F3. dbra

RLC dramkor dinamikus rendszere, és linedris alaptagokbdl felépitett hatdsvédzlata

Ha az dramkor bemenetére az u(t) fesziiltséget (gerjesztd jelet) kapcsoljuk, akkor ennek hatdsara egy i(¢) dram
indul. Ez az 4ram az R ellendllison Ri —, az L induktivitdson Ldi/dt—, a C kapacitdson pedig (1/C)lidt
fesziiltségeséseket kelt. Kirchhoff huroktorvénye szerint a fesziiltség egyensilyt kifejez6 egyenlet:

. di 1(.
w(t)=uy(t)+u, (t)+u-(t)= Rt(t)+L%+EJ.t(t)dt

Ha az i(t) aramot és az uc(t) fesziiltséget x;=i, x,=uc jeloléssel a rendszer allapotvaltozéinak definidljuk, és
kimend jelnek a kapacitdson keletkezd fesziiltséget tekintjik (y=uc), akkor a rendszer leirdsdra az aldbbi
allapotegyenleteket kapjuk:

% - —%i(t) —%uc ) +%u(t)
¥ =uc ()
Az altalanos jelolésekkel:
B~ 0.5 0.()] = = 20 =0+t
% = folx (), x,0),u()] = %xl (0

V() = 8[x, (1), %, (1), u()] = x, (1)

Jellegzetes tulajdonsdgok: Mdasodrendii (két allapotvaltozd, két integralé tag)—, linedris (ardnyos, integrald és
0sszegzd tagok)—, egy bemend jelll (u fesziiltség)—, egy kimend jelli (v fesziiltség), onbedllo rendszer. A
bemenetre kapcsolt u, fesziiltség — a tranziensek lefolydsdt kovetden — a kimend jelet yy=u, értékre éllitja be.
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v 2

Hidraulikus erdsit6 és szervomotor

A hidraulikus erdsitd €s szervomotor a folyamatiranyitdsokban, olyan esetben keriil alkalmazasra, ahol nagy
erék sziikségesek a beavatkoz6 szervek mukodtetésére. A vezérld tolattyik uy elmozduldsa a hidraulikus
tapegység Pr olajnyomdsat a szervomotor dugattydjanak egyik—, vagy mdsik oldaldra vezeti, aminek hatdsara a
dugattyt az u elmozduldssal ardnyos dlland6 dx/dt=cu sebességgel mozog.

Szervomotor

s T

a0 L r ¥(0)=x(0)

| v—l fl_iv
Vezérl§ tolattyik Pr
(Hidraulikus erdsitd)  Po Py
x(0)
u dx/dt x=y
—_— C J. )y
F4. dbra

Hidraulikus szervomotor allapotegyenlete és hatdsvazlata

A fizikai mikodésbol-, vagy a hatdsvazlatbol lathatéan, a rendszer infegrdlo tulajdonsagi, aminek jelentése
most az, hogy az y kimendjel az dlland6 u, hatdsara idében linedrisan novekszik. Ez a novekedés mindaddig tart,
amig a bemendjel zérussd nem vdlik, vagy pedig addig, amig a szervomotor ,,fel nem {itkozik”. Jellegzetes
tulajdonsagok: elsérendl (egy allapotvaltozo, egy integrald tag)—, linedris (ardnyos, integrald és 6sszegzd tagokat
tartalmazé hatdsvazlat, melynek érvényessége addig tart, amig a szervomotor ,fel nem iitk6zik”)—, egy bemend
(u elmozdulas)— egy kimend jelt (y elmozdulds) rendszer. Nem onbedllo, mert — a miikodési tartomdnydban — az
allan6 uy bemend jel idében linedrisan novekvd y(t) kimendjelet hoz 1étre.

Elektromechanikai rendszer

A kiils6 gerjesztésli egyendramii motort a villamos hajtdsokban, szervorendszerekben - egyszert
szabdlyozhatésaguk, a terhelé nyomatéknak a fordulatszimra kifejtett nem jelentds hatdsa, stb. miatt —
széleskortien alkalmazzdk. Kiilonosen eldnyos tulajdonsdga ennek a villamos gépnek, hogy édlland6 gerjesztd
fluxus mellett a fordulatszam a kapocsfesziiltségnek a linedris fiiggvénye. A kiilsé gerjesztésii egyendrami motor
kapcsolasi vazlata, a mikodést leiré egyenletei, és az alaptagokbdl felépitett hatdsvazlata
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L u;
gerjesztd fluxus u — X;= w
. u X=0
u p B > o) L 2_. —>
H X3=i,
my —»
—> 1
Ei
Re L, u(t)= Ri(t)+L$+u,.(t) u,(t) = co(t)at)
o— '
da(t .
ugT 0= — () =m, (1) m(t) = co(i(r)
—> b di, ()
= u,()=R,i,(N+L, # (1) =i, (1)
Egyendrami motor kapcsoldsi vdzlata
i(0) my=u; w(0)
u(t)=u, i=x; i coi l
1 p oy o(t)=x;
- J’ »| 1 || ¢ —| = Ly ()——>
L 0
A
R < < )
v
w
- |4 ¢ T
ug(t) =us 1
> _J‘ Cy R : az armatdra kor ellendlldsa  [VA™]
L L : az armatira kor induktivitdsa [VA™'s]
8 R,: a gerjeszté kor ellendlldsa  [VA™]
L, a gerjeszté kor induktivitdsa [VA's]
O : aforgd rész tehetetlenségi nyomatéka[VAs’]
R, |« ¢, c; @ gépallandok
F5. dbra

Egyendramu motor allapotegyenletei, és hatdsvazlata

Az armatdra korre, és a gerjesztd korre érvényes Kirchhoff hurokegyenlet, illetve a forgdrész
mozgdsegyenlete alapjan irhaté fel a rendszer allapotegyenlete. Ha a terheletlen (m;=0) gép armatirdjira u
kapocsfesziiltséget—, a gerjesztd korre pedig u, gerjesztd fesziiltséget kapcsolunk, akkor ezek elinditjdk az i
armatdra dram—, és az i, gerjeszt6 dram novekedését. Az i, dllitja eld a gép p=c i, fluxusit, ami kozelitdleg a
gerjesztd arammal ardnyos. Az i dram és a ¢ fluxus m=cpi villamos nyomatékot létesit, amely a forgdérészt a
mozgdasegyenletnek megfeleléen mozgasba hozza, igy a szogsebesség novekedni kezd. Az w szdgsebesség
mindaddig novekszik, amig az m nyomaték a forgérészt gyorsitja. A szogsebesség novekedése u;=cpw indukalt
fesziiltséget (,.ellenelektromotoros erdt”) hoz Ilétre az armatira kapcsain, ami ellentétes irdnyd az u
kapocsfesziiltséggel, ezért ennek hatdsa elobb—utébb az i dram csokkenéséhez vezet. Amikor az armatira aram
zérussd valik, a gyorsité nyomaték megsziinik, és ett6l kezdve a gép allandé szogsebességgel jar. A
rendszeregyenletekbdl, vagy a gép hatdsvazlatdbdl szemléletesen kovetkezik, hogy allandé ug, u.g, mz bemend
jelek hatdsdra a rendszer allandésult dllapotba akkor keriil, ha a jelek differencidlhdnyadosai zérusok, ami
egyenértékll azzal, hogy a hatdsvazlat integrdl tagjainak bemend jelei zérusokkd vdlnak. Legyenek bemend
jelek a motor u;=u(t) kapocsfesziiltsége, a ¢(t) gerjesztd fluxust el6allitd u,=u,(t) gerjesztd fesziiltség, és az
uz=my(t) terhelényomaték, kimend jel pedig az y,=w(1) szogsebesség. Allapotvéltozok lehetnek az x;=i(r)
armattra dram, az x,= @(t) szogsebesség €s az x;= iy(t) gerjesztd dram. A rendszeregyenletek alapjdn felépithetd
hatdsvazlat integrdl6 tagjainak kimend jelei az dllapotvéltozok, igy a hatdsvdzlat alapjdn az dllapotegyenletek
kozvetleniil felirhatok. A rendszer nemlinedris, amit a hatdsvazlaton a szorzo tagok jelenitenek meg. A k=cc;
jeloléssel az allapotegyenletek:
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iy [ .o

o _L[ Ri(t) — ki, (@Xt) +u(t)|
doty 1.

0 - iy, )= m, )]

% :L%[—Rgig(tﬂug(t)]

Az altalanos jelolésekkel:

dx 1
['h(’) = 0yt tttt) = [ R 0= R (05,0) 10,0
d 1
LW _ p eyt ) == oy (03, (0) — 1, (0]
dt 0
dx,(t 1
%(): S (X, X, X5, 1y, U5, Us) :L—g[—Rgx3(t)+u2(t)]
yl(t) :xz(t)

Jellegzetes tulajdonsdgok: Harmadrendi (hdrom 4llapotvaltozd, hdrom integrdlé tag)—, nemlinedris (szorzd
tagok)—, harom bemend jelti (u;, u; fesziiltségek €s az u, terhelé nyomaték)—, egy kimend jelil (v szogsebesség)
rendszer. A fizikai miikodésbdl kovetkezden az allandé bemend jelek allandésult allapotban dlland6 kimend jelet
eredményeznek, vagyis a rendszer onbedllo.

Termikus folyamat

Egy F kiils6 feliiletli, hoszigetelt tartdlyban m, tomegli, v, hdmérsékletli viz van, amelyet a flitétesteken
disszipalt p villamos teljesitménnyel melegitiink. A homogén m, tomegnek tekintett F, feliileti fltészalak
hémérséklete v,. A villamos teljesitménybdl Ar id6 alatt keletkezett pAt hdmennyiség Av, értékkel noveli a
flitotest homérsékletét, illetve a v,—v, homérsékletkiilonbségtdl fiiggd Fyph,y(v,—v,)At hdmennyiséget ad at az m,
tomegli viznek. Az F,h,(v,~0,)At homennyiség Av, értékkel noveli a viz homérsékletét, illetve fedezi a
hészigetelésnek atadott Fhy(v,—v,)At hdmennyiséget. Ez a homennyiség Ao, értékkel noveli a hdszigetelés
hémérsékletét, és fedezi a kornyezetnek atadott Fyhy(vs—v,)At hdveszteséget (hy, hy, h, hdatadasi tényezok, F), F,
F, a hdatado feliiletek). Az energiaegyenstilyi egyenletek:

PAt =m,c,Av, + F,h, (v, —v,)At
F,h, (v, —v,)At =m c Av, + Fh (v, —0,)At
F.h (v, —v,)At =m,c Av, + F h (v, — v, )At

(cpmyp, €,my, ci,my a fltétest-, a viz-, és a hoszigetelés fajhdje, illetve tomege). At-vel osztva az egyenleteket, és
At—0 hataratmenetet tekintve, a rendszer allapotegyenlete:

dv,(t) __Fh, 0,(1) i Ly 0 i

13

di m,c), »Ch m,c, o
dv,(t F,h F h, + F.h, F.h,

v, (1) = Doy (-t T LA gy +=% 0 (1)

dt m,c, m,c, m,c,

F F.h +F, F,
diﬁm - Ll iy -EhtBh ¢y e By
t s VS sTs sT8
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Szabélyozastechnika
U —» —
. Folyamat (pl. bojler) My, Cs P X1=0p 0,
Viz X2=0y —>

y=v, e v ——P X3=0;

m,c, Fihi
U= vy

Fiit6test :>'!
Fhy(v,~v,)At
F},hb(l)b—l)v)At
Fy,hy,vp Fyhs, v
Hoszieetelés Fizikai modell

u;=p

F6. dbra
Termikus folyamat szerkezeti védzlata

A folyamat bemend jelei az u;=p hoételjesitmény, és az u,=v, kornyezeti hdmérséklet, allapotvaltozdi az
X =0y, X2=0,, X3=0; hOmérsékletek, kimend jele pedig a viz y,=x,=0, hdmérséklete. Ezzel:

dx, (t F,h F,h 1
D@ Bl o) +2 (1) +——u, (1)
dt m,c, m,c, m,c,
dx, (t F,h F,h, + F.h, Fh,
2( ) — b"b Xl(t)— b"b s .Xz(l) gy s .)C3(t)
d e e mc,
dxy (1 Foh, Foh +Fh F.h
x; (1) _ Ly (1 -2 K 0+ oL 0, ()
dt mc, myc, myc,
n(0)=x,(1)

A kezdeti édllapotban minden anyag a v, kornyezeti hémérsékleten van. A villamos teljesitmény bekapcsoldsét
kovetden a flitétest melegedni kezd, ezért vy, v,, és v, is novekszik, de a megfeleld szell6zés miatt v, véltozatlan
marad. Egyensuilyi helyzet (amikor is a hémérsékletek mar nem novekszenek tovabb) olyan vy, 0,9, Vs
hémérsékletértékeknél all eld, amikor a rendszerbe bevitt hételjesitmény azonos lesz, a koérnyezetnek atadott
hételjesitménnyel. Az dllapotegyenletek alapjan felépithetd hatasvazlat:

v

o Vi &
uj X3
X X2
— » j S J' B I >
—a ~(B+y) & —(o+¢)
) F,h, F.h, 7|
myc, m.c, m,c,
soBh _Eh 1
myc, my, mc,
F7. dbra

A termikus folyamat hatdsvazlata

Jellegzetes tulajdonsdgok: harmadrendi (harom dallapotvaltozé, harom integrdlé tag)—, linedris (ardnyos,
integrald és 0sszegzd tagok)—, két bemend jell (u; teljesitmény, u, kdrnyezeti hdmérséklet)—, egy kimend jelli (v,
hémérséklet) rendszer. A fizikai miikodés alapjan kikovetkeztethetd, hogy allandé u;, u,9 bemend jelek mellett
l1étrejon a kimend jel y, dllanddsul értéke, vagyis onbedllo folyamatrdl van sz6.
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F2. Dinamikus rendszer allapotegyenlete

Mint ahogy az a példakbdl lathats, a j szamud bemenettel, £ szimud kimenettel, n szamu éallapotvéltozdval
rendelkezé (n—ed rendd, tobb bemenetti, tobb kimenetti) MIMO (Multi Input, Multi Output) dinamikus rendszer

matematikai modelljének egy lehetséges alakja (a rendszer allapotegyenlete):

dx, (1) _
dt

@, x, (0,10, 0), -+

dx,
%: fn [xl (t)’“'xn(t)’ul (t),“'
,Vl(t) = gl[xl(t),"‘x,,(t)»ul(t)»"

0= g 5,0+ x, (0,10, 0),

Ez az egyenletrendszer n szamu, elsérendli kozonséges differencidlegyenletet, és k szami nemlinedris algebrai
egyenletet tartalmaz. A megoldandé feladat: adott u(?) gerjesztés, és az allapotvaltozok x(0) kezdeti feltételei
mellett, ismert f és g fliggvények esetében meg kell hatdrozni az y(#) kimend jelet (az u(t) gerjesztésre adott y(t)
vdlaszt). E kérdéskorben elsédleges szerepe a differencidlegyenletrendszer x(¢) megolddsanak van, mert x(z) és
u(t) ismeretében y(¢) kiszdmitdsa mar csupan egy algebrai miivelet. Bevezetve a matrixalgebraban hasznalt

x](l) x[(t) u[(t) yl(t) fl gl
RS N - N [ PO S 0 A I (P

dt dt
x, (1) x, (1) u (1) v (@) S 8
oszlopvektor jeloléseket, az n szdmu elsOrendl, kozonséges differencidlegyenletbdl, és k szamui algebrai
egyenletbdl all6 egyenletrendszer vektor—differencidlegyenlet formdjaban is felirhaté. Ennek alakja:

L0 SLx(@),u()]
dt

y(0) = glx(@),u(1)]

ahol x(t): az allapotvaltozé vektor (nx1I), dx(t)/dt: az allapotsebesség vektor (nxI), u(t): a bemendgjel
(gerjesztés) vektor (jx1), y(t): a kimendjel (vdlasz) vektor (kx1)'. Az allapotegyenletet — a mérnoki
szemléletmodhoz a képletekhez képest kozelebb allo, de azért azokkal egyenértékii — hatasvazlattal is
szemléltethetjiik:

x(0)
u(t) dx/dt
==> f(x,u) _> I x(t) > g(x’u) y([)
Az dllapotvdltozok
belsé visszacsatoldsa ?
F8. dbra

Dinamikus rendszer dllapotegyenletét szemléltetd hatdsvazlat

A hatasvazlaton az f{x,u) és g(x,u) fiiggvényeket absztrahdl6 tagok algebrai fiiggvénykapcsolatot fejeznek ki
a kozvetlen bemend—, €s kimend jeleik kozott, aminek jelentése az, hogy bemend jeleik megvaltozdsara, a
kozvetlen kimend jeleik megvaltozasaval, késleltetés nélkiil (azonnal) reagdlnak. Az integralo tag a hatdsvazlat
dinamikus tagja, x kimeno jele a dx(t)/dt bemend jelének az idOszerinti integralja. Ebbdl kovetkezik, hogy az

! A bevezet$ példikon bemutatott fizikai rendszerek mindegyike hasonlé matematikai modellel rendelkezett. Ez a modell a rendszerleirds
meghatdroz6 kifejezése, melyben az elsé egyenlet n szamu, elsdrendii kozonséges differencidlegyenletbdl all6 differencidlegyenlet rendszer,
a masodik k szdmui nemlinedris egyenletbdl dll6 algebrai egyenletrendszer. Ha f{x,u)=Ax(t)+Bu(t), g(x,u)=Cx(t)+Du(t), akkor a dinamikus
rendszer linedris. A rendszer kauzalis, az y kimend jele az u bemend jel miltbeli—, és az aktudlis értékétdl fiigg. A rendszer idSinvaridns, ha a
bemend jelre adott vdlasza nem fiigg a bemendjel alkalmazdsdnak iddpontjatdl. Az LTI (Linear Time—Invariant) betliszé a linedris
iddinvaridns rendszer elnevezése.
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integrald tag — véges értékii bemendjel valtozas hatdsdra keletkezd — kimend jelének megvaltozasahoz idére van
sziikség. A hatdsvazlat szemléletesen jeleniti meg a dinamikus rendszer jelei kozotti oksdgi viszonyokat és
allapotvaltozéinak belsd visszacsatoldsdt is”.

Fontos észrevenniink, hogy a tartdlyok, és az elektromechanikai rendszer éllapotegyenletei nemlinedris
egyenletek, szemben az RLC dramkor, a hidraulikus erdsitd és szervomotor, és a termikus folyamat
allapotegyenleteivel, amelyek linedris differencidlegyenletekbdl €s linedris algebrai egyenletekbdl allnak. Ez
utébbi esetekben fx,u)=Ax(t)+Bu(t), g(x,u)=Cx(t)+Du(t), és a dinamikus rendszer linedris®.

A dinamikus folyamat — dllapotegyenlet alakjaban felirhaté — modellje a rendszer fizikai torvényszertiségeit
tartalmazé matematikai leirds (Kirchhoff-, Newton torvények, az energia megmaradds elvei, a hdatadas és
hévezetés torvényei, a Bernoulli egyenletek, az anyagegyensilyi egyenletek, stb.). Ezek a leirdsok a valésagos
miikodésnek egyfajta idealizalt kozelitései, igy sok masodlagos jelenség elhanyagoldsat tartalmazzdk.

Megjegyzés.

A tartdlyok esetében példdul elhanyagoltuk a kidramlds helyén keletkezd turbulencidt (pedig a kidramldsban a
turbulencia jelen van), az RLC dramkor esetében idealizdlt dramkori elemeknek tekintettiik az R ellendlldst, az L
induktivitdst és a C kapacitdst (pedig az ellendllas homérsékletfiiggd, az induktivitdst a relativ permeabilitds is
befolydsolja, és a kondenzatornak dtvezetési ellendlldsa is van). A hidraulikus szervomotor esetében nem vettiik
figyelembe feliitkozést, és az érzéketlenségi sdvot. Az elektromechanikai rendszer targyaldsakor elhanyagoltuk a
vas magneses telitédését, a kefék dtmeneti ellendlldsat, a 1égellenalldst, az armatira reakciot. A termikus folyamat
esetében homogén anyagnak tekintettiik a fiitdellendlldst és ennek szigetelését, egyenletes hdmérséklet eloszlast
tételeztiink fel a kiilonféle agyagokban, elhanyagoltuk a hdsugdrzast, stb.

Mindezekbdl az kovetkezik, hogy az dllapotegyenlet alakjdban megjelend matematikai modell a valésagnak egy
kozelitését jelenti. Ennek ellenére ez a matematikai modell igen hasznos, mivel egy adott tartomdnyban a
vizsgélatokhoz helyettesitheti a tényleges fizikai rendszert, alkalmat teremve ezzel arra, hogy az irdnyitd
berendezést a folyamat modelljéhez tervezhessiik, vagy a mennyiségi problémadkat a nélkiil kezelhessiik, hogy a
val6sagos rendszeren méréseket kelljen elvégezniink.”

A szabdlyozastechnika targykorében — legyen sz6 akdr a szabalyozorol, vagy a folyamatrél, akar pedig a teljes
szabdlyozasi rendszerr6l — dltalaban a dinamikus rendszert leiré (kauzdlis és idéinvaridns™)

dx(t)
T Fe@),u)

¥(0) = g(x(0),u(®))

allapotegyenlet x(z) és y(t) megolddsit a O<t<co iddintervallumban keressiik, olyan feltételek mellett, amikor a
rendszer x(0) kezdeti dllapota adott érték, ismerjiik az f és g fliggvényeket, és az u(t) gerjesztés egy tetszdleges,

de adott
)= 0 <0
e 20
un. belépo idéfiiggvény.
u . y(1)=? [x(t):?

1

u(0) I ‘
y(o) .,_;‘.-.' “‘-..-.._..y.

MITI

F9. dbra
A belépd u(t)-re adott x(t) és y(t) valaszok

Az y valasz értéke a =0 id6pontban — az adott g fliggvénykapcsolat és x(0) kezdeti feltétel mellett —
¥(0)=g(x(0),u(0)). Az x(t) és az y(t) ido6fiiggvények analitikus megolddsa csupan néhany specidlis f{x,u) és g(x,u)

2 A tagokat Osszekotd, és a jeleket szimbolizdlé nyillal elldtott kettds vonalak a hatdsirdnyt (az ok—okozat reldciot) jelolik, illetve azt
érzékeltetik, hogy minden tagnak tobb bemend—, és tobb kimend jele is lehet.

% A linedris differencidlegyenlettel lefrhaté rendszereknek egységes rendszerelmélete van, ezért meghatdrozé jelentdségiiek.

" Egy dinamikus rendszer matematikai modelljét a rendszerre kapcsolt bemend jeleknek, és az erre adott vdlaszolnak kisérleti meghatdrozdsa
alapjan is felépithetjiik (rendszeridentifikacio).

% Kauzalitas: az ok-okozati relaciénak megfelelden a kimené jel aktudlis értéke a bemend jelnek kizdrélag a miiltbeli, és az aktudlis
értékétdl fiigg, és fiiggetlen a bemendjel jovobeli értékeitdl. Iddinvariancia: a bemenetre adott valasz mindsége nem fiigg attol, hogy ezt
mikor kapcsoljuk a rendszerre.
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fiiggvény esetében létezik®, altaldban numerikus megolddsok johetnek széba (Euler—, Adams—, Runge—Kutta—,
masodfokd extrapoldcié—, stb. médszerek®). A legegyszertibb eljards a linedris extrapolacié (Euler médszer).

Az Euler médszer:
Ha T a szamitds 1épéskoze™, és T elég ,.kicsi”, akkor u(kT), x(kT), y(kT) ismeretében az x(t) megoldds [dx(t)/dt]—ir
meredeksége a r=kT idépontban adott. Ennek figyelembevételével az dllapotvaltozo x((k+1)T) értéke:

dx(1)
dt

x((k +DT) = x(kT)
T
x((k+1)T) = x(kT) + f(x(KT),u(kT))T
Y(KT) = g(x(KT),u(kT))

= f(x(kT),u(kT)) =

t=kT

Szabalyozasi rendszerek analizisekor gyakran eldzetesen felvett u(z) determinisztikus vizsgald jelekre
keressiik az allapotegyenlet megoldésat. Ezek a vizsgald jelek rendszerint a d(t) Dirac delta, az 1(t) egységugrds,
a r1(1) sebességugrds, a (£'/2!) 1(t) gyorsuldsugrds, stb. idének hatvanyfiiggvényei, valamint az u(1)=u..sin(wt)
harmonikus 1d6fiiggvény.

F3. Munkaponti linearizalas
Ljapunov elsé (kozvetett) stabilitasi kritériuma

A dinamikus rendszer igen lényeges kérdése a rendszer stabilitasa. A kiilonféle stabilitds elméletek ezt a
kérdéskort részletesen feldolgozzak™. A nemlinedris rendszernek az dllandé u, gerjesztés hatdsdra lehetnek
olyan allapotai, amelyekben a dx(t)/dt allapotsebesség értéke zérus. Az dllapottér ilyen x, dllapotkoordinatdkkal
rendelkez6 helyei a rendszer egyensilyi pontjai'”. Ha ezek kornyezetébdl induld mozgds r—oo mellett az
egyensulyi pontba tart, stabilis—, ha viszont ide befutni nem képes, és ettdl tdvolodik, labilis egyenstlyi pontrol
van sz6. Az egyensulyi pont stabilis—, vagy labilis voltanak eldontésére jol hasznalhatd Ljapunov els6 stabilitdsi
kritériuma,'®' amely az egyensilyi pontban 1év6 rendszer kozelitd lineris matematikai modelljén alapszik. A
munkaponti linearizalast, és Ljapunov kozvetett médszerét egy n=2 masodrendii rendszer allapotegyenletére
mutatjuk be, értelemszerlien azonban n=1, illetve n>2 esetére is alkalmas eljarasrdl van szo.

Legyen a méasodrendii nemlinedris rendszer allapotegyenlete:'”

% = £105 (0,2, (0),1,(1))
dx.
% = 1040, %014, (1)

Ezekbdl a rendszer hatdsvdzlata is egyszertien felépithetd. A dx/dt, illetve a dx,/dt allapotsebességeknek
megfeleld jeleket integrdlé tagok bemeneteire kapcsolva, azok kimenetein az x; és az x, allapotvaltozéknak
megfeleld jelek jonnek Iétre. Az integratorok bemenetein miikodtetett allapotsebességek az f; és az f>
fliggvénygeneratorok segitségével, az x dllapotvaltoz6kbdl, és az u bemend jelekbdl allithaték eld. Ennek alapjan
az édllapotegyenlethez rendelhetd hatdsvazlat:

° Ha f(x,u)=Ax(t)+Bu(1) és g(x,u)=Cx(t)+Du(t), akkor a rendszer linedris, és az allapotegyenletnek van analitikus megolddsa.

°7 Az dllapotegyenlet numerikus megoldasit a MATLAB ode23 és ode45 fiiggvényi timogatjak. Ezek az eljarasok ltaldban a tobblépéses
Runge—Kutta médszert alkalmazzak.

% A szamitds T 1épéskozét koriiltekintéen kell megvalasztani. A nem elég kis értékre valasztott 1épéskoz mellett kapott x(kT) eredmény a
tényleges x(t) idéfiiggvénynek igen durva kozelitését eredményezheti, sét, a numerikus instabilitds felléptekor elfogadhatatlan ,,megoldast”
kapunk. Az indokolatlanul kis 1épésk6z ugyan noveli a szamitds pontossagat, de jelentdsen megnovekszik a szamitdsi id6. Mindezek miatt a
1épéskoz megvalasztasdhoz célszeri, ha a varhat6 x() megoldasrdl valamiféle elképzelésiink van.

% Trodalom: L.Sz. Pontrjagin: Kozonséges differencidlegyenletek. (Akadémiai Kiad6). Csdki Frigyes: Korszerli szabilyozdselmélet.
(Akadémiai Kiado).

1% Az egyensiilyi pontokat a rendszer szingularis pontjainak is nevezik.

1 japunov direkt (masodik, kozvetlen) médszere a nemlinedris rendszer globlis stabilitisanak vizsgalatdra is alkalmas. Nehézkes eljardsa
miatt a gyakorlati alkalmazdsban nem terjedt el.

192 Az y=g(x,u) egyenletet most nem kell figyelembe venniink, mert ha az alland6 u, hatdsara 1étrejon az dllapotvéltozéknak az x, dllandésult
értéke, akkor létezik az yo=g(xo,uo) dllandosult érték is.
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x,(0)

u(t)
dx/dt
filepxpuy) |0, J. —N%)——b )

—_—
—>
LP dx/dt
Sfo(xpxzusz) > J' L p Q> 1)
—d

ux(1) T

x2(0)

F10. dbra
Maisodrendii rendszer hatasvazlata

Ha az u,(t)=u;o1(t) és ux(t)=uyy1(t) gerjesztések idében allandé jelek, akkor a (P) jeli egyenstlyi allapotban — ha
ez az adott gerjesztések hatdsdra ki tud alakulni — az allapotsebességek zérusok, €s ezért ebben a (P) pontban az
X0, X20 allapotkoordinataknak ki kell elégiteniiik az

Si(xigs X9 1410) =0

S2 (g, Xg,159) =0

nemlinedris algebrai egyenletrendszert. Ha a (P) jeli munkapontban a rendszer gerjesztd jelei Au,(t) és Auy(t)
értékkel megvaltoznak, ez sziikségszerlien azt vonja maga utdn, hogy az allapotvaltozékban is Ax,(t) és Ax,(t)
valtozdsok jonnek 1étre. Az dllapotegyenlet azonban ekkor is érvényes marad, tehat:

d(x,y +Ax, (1))
dt

d(xy, + Ax, (1))
dt

= 1, (0,0 + Ax, (1), Xy + Ay (1), 0, + Aty (1))

= £, (00 + Ax, (1), Xy + AX, (1), 1y + Aty (1))

Ha az f; és f, fiiggvények Taylor sorba fejthetOk (vagyis folytonosak, és legaldbb egyszer differencidlhatoak),
valamint a jelek megvéltozdsai ,kicsik”, akkor a sorfejtés mdsodrendiien kis mennyiségei elhanyagolhatdk.
Figyelembe véve, hogy dx;o/dt=f;(x;10,%20,110)=0, dxo¢/dt=f>(x10,X20,ut29)=0, a (P) munkapont ,,kis” kérnyezetében
lejatsz6d6 jelenségek kozelitd leirasara az alabbi linedris matematikai modell is hasznalhat6:'"

dAx, (1) _ of (x,x,uy) Ax (t)+af2(xl,x2,u2) An()+ of (X, %,,1,) Au(t)
.~ ox, ! ox, ? ou, !
P P P
dAx, (1) = A (%, %5, U5) Ax, () + A (x5 %,, 1) Ay (1) + A (X%, 1) Auy (1)
dt ox, » X, » u, B

A linedris modell vektor—differencidlegyenlet formdjaban felirhaté alakja, és az ehhez rendelhet6 hatdsvazlat:

day, | |9 /1% I
& _ ox |, 0x,, |:Axl}+ du, |, {Aul}
dhx, 1o | o (A o 2ol |[Aw
dr ox |, Ox, ou, |,
AAXE) _ 4 Ax(r)+ B, Au(t)

19 A parcialis derivéltakban szerepld P index az allapotvéltozok, és a gerjesztés xy, uy munkaponti értékeire utal.
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Auy(t) ¢A"I(‘” Ax/(1)
— sfl - — I Q=P >
|,
L1 9%
ox, »
9
ox,
BP AP L
A
ox, |,

Maisodrendi rendszer allapotsikja
9f| < és egyensilyi pontja
ox, »

Auy(t) ‘ Axy(1)
— 2L L > >
o, |, J. T
Axy(0)
F11. dbra

A masodrendii linearizalt rendszer hatdsvézlata

Ap az adott munkapontban linearizdlt rendszer allapotmatrixa, Bp pedig a bemeneti matrix. Léthatéan
mindegyik matrixban a (P) munkapont adatai szerepelnek.

Ljapunov els6 (kozvetett) stabilitdsi kritériuma szerint, ha a nemlinedris rendszert az egyensulyi
pont kornyezetében a kozelitd dAx(t)/dt=ApAx(t)+BpAu(t) linedris vektor—differencidlegyenlet
matematikai modelljével irjuk le, akkor az igy keletkezett modell Ap éllapotmatrixanak
sajatértékei alapjdn az egyensilyi pont stabilitdsa eldonthetd. Ha a linearizalt rendszer A,
allapotmatrixanak minden Z; sajatértékére a real(4;)<0 teljesiil, akkor a rendszer — az
egyensilyi pont ,kis” kornyezetében — aszimptotikusan stabilis, vagyis az egyensilyi
pontjabdl kitéritett rendszer visszatér oda. Ekkor az allapottér (P) pontja stabilis egyensilyi

pont. Ha Ap sajatértékei kozott van olyan, amelyiknek valds része pozitiv, akkor a rendszer labilis,
vagyis munkapontjabol kitéritve nem tér vissza oda. Ekkor az éllapottér (P) pontja labilis
egyenstilyi pont. Ha a sajatértékek valamelyike zérus, a kritérium érvényét veszti. Nyomatékosan
hangsiilyozni kell, hogy a linearizdlds modszere akkor haszndlhato, ha az f(x,u) nemlinedris
fiiggvények legalabb egyszer differencidlhatoak, vagyis a jelleggorbék érintdi a munkapontokban
Jjol kozelitik magukat a nemlinedris fiiggvényeket.

Az
A
A dx |, ox,|, _{a” ”12}
p= =
% of, dy Ay

dx|, o,

allapotmatrix sajatértékei a det(AI-Ap)=0 karakterisztikus egyenletének a gyokei. Ezek a targyalt masodrendi
rendszer esetben det(\1—Ap)=(A—a;;)(i—ars)—a >a21=2"~tr(Ap)A+det(Ap)=0, és

(A E \/ (~tr(A,))* — 4det(A,)

. :

A tr(Ap)=a;;+ay; az adott (P) egyensilyi ponthoz tartozé Ap allapotmatrix nyoma, a det(Ap)=a;a,—aa;, pedig
az Ap determindnsa. Attdl fiiggéen, hogy a kérdéses (P) pontban linearizalt rendszer karakterisztikus
egyenletének a 1; , gyokei a komplex szamsikon hol helyezkednek el, az egyensilyi pontok tipusai kategériakba
sorolhaték. Ezek:
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real (A,) imag (A,) real (1,) imag (A,) Az egyensiilyi pont tipusa

- 0 - 0 stabilis csomopont
+ 0 + 0 labilis csomopont
- + - — stabilis  fokuszpont
+ + + — labilis  fokuszpont
0 + 0 — centrum

+ 0 - 0 labilis nyeregpont

Stabilis fokusz és csomépont esetében a munkapont kdrnyezetébdl inditott mozgas a munkapontba fut, labilis
fokusz, csomépont és nyeregpont esetében a munkapont kornyezetébdl inditott mozgds a munkaponttdl
tavolodik, vagy egy stabilis munkapont felé, vagy pedig a +co-be tartva. A centrum tipusi munkapont
kornyezetében a rendszerben periodikus lengdmozgds johet 1étre.

A stabilitds—, vagy labilitds jelensége az x dallapotvaltoz6k — mint allapotkoordinatak — 4ltal 1étesitett n
dimenziés éllapottérben is szemléltethet6. A tranziens folyamat x(z) allapotvektora a r=0 idépontban az x(0)
kezdeti feltételek koordindtdival meghatdrozott vektor, amely az allapottér (Py) pontjdba mutat. Az x(7) vektor
végpontja a mozgds folyaman egy n dimenzids térgorbét ir le, ez a térgorbe az allapottrajektoria. A dinamikus
rendszer n rendszdma n>1 lehet. n=1 esetében a rendszer elsérenddi, ezért itt az dllapottér a szdmegyenes, vagyis
ekkor az x(t) idoéfiiggvény dbrazoldsa a trajektéridhoz képest szemléletesebb. n=2 esetében az &llapottér
allapotsikra egyszeriisodik, ekkor a trajektoridkkal torténd szemléltetés igen hatdsos. Igy van ez n=3 esetében
is, bdr itt a haromdimenzids térben a trajektoria egy id6ben paraméterezett térgorbe, aminek dbrazoldsdhoz mar a
szamitégépes szolgdltatdsok igénybevétele is indokolt. n>3 esetében a szemléltetés nehézkessé valik.

Ha az x(0) kezdeti feltételek, és az u(t)=uyl(t)=dllando gerjesztés, f(x(0),u(0))=0 allapotsebességet
eredményeznek az integrdld tag bemenetén (ldsd a rendszer hatdsvazlatat), akkor a rendszer a (Py) pontbdl
kimozdulni nem képes. Ha viszont f{x(0),u(0))#0 akkor az integralé tag [dx(t)/dt];-¢= f(x(0),u(0))#0 bemend jele
az integral6 tagot ,,miikodésbe” hozza. Ennek hatdsara mind az allapotvéltozéknak, mind a kimend jeleknek, az
idébeli valtozdsai jonnek létre. Ha az allandé u, hatdsara az &lland6sult allapot létrejon, akkor itt az
allapotsebesség zérus, ezért a jelek dllanddsult értékei az dxy/dt=f(xy,uy)=0, yp=g(xo,uy) kapcsolatot ki kell, hogy
elégitsék. Ennek az egyenletrendszernek adott u, melletti x, és y, megolddsai a rendszer egyensilyi helyzetének
koordinatdit hatdrozzdk meg. Az f, és g nemlinedris fiiggvénykapcsolatoktdl fiiggden egy adott uy —hoz tobb
egyensulyi pont is tartozhat, és ezek mindegyike stabilis, vagy labilis egyensilyi helyzetet jellemezhet. A labilis
egyensulyi helyzet ,,virtudlis egyensiilyi dllapot”’, mert a jelek barmekkora kis eltérése esetén a rendszer ezt az
egyensulyi helyzetét elhagyja. A kiilonféle mozgdsokat haromdimenzids trajektéridn szemléltethetjiik:

04 A X3 X3
Sajdatmozgds
x(0)#0; u(t)=0

Gerjesztett mozgds
x(0)=0; u(t)=us#0

Allapot
trajektoria

X2 X2

T >

P 4 P < 4 £ X . . P £ 5 £
X1 A sajatmozgds szemléltetése az dllapottérben ! A gerjesztett mozgds szemléltetése az dllapottérben
stabilis rendszer esetében stabilis rendszer esetében

F12. dbra
A sajatmozgds és a gerjesztett mozgds szemléltetése dllapottrajektoridkkal
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Osszetett mozgds végértéke X3 Osszetett mozgds

fixo, up)=0 x(0)£0; u(t)=uy?0

X2

x(0) %:(0)
X7 Az Osszetett mozgds

F13. dbra
Az dsszetett mozgds szemléltetése az dllapottérben stabilis rendszer esetében

Ha a gerjesztés zérus (u=0), a mozgdst az allapotvaltozok x(0)#0 kezdeti értékei generdljadk. Ez a mozgas a
rendszer sajatmozgasa, amely stabilis rendszer esetében az éllapottér origdjaba ,.ér véget”. Ha a kezdeti
feltételek mindegyike zérus, €s a mozgast az u(t) gerjesztés generdlja, akkor a rendszer gerjesztett mozgasarol
van sz6. Allandé uy, és stabilis rendszer esetében ez a mozgds az allapottér origéjabél indul, és az dllapottér egy
(P,,) jelt egyenstilyi pontjaba tart. Ha x(0)£0, és u(t)=uyl(1)#0, a mozgas dsszetett. Stabilis rendszer esetében az
Osszetett mozgds az allapottér (Py) pontjabdl indul, és a (P,,) pontjdba ér véget, vagyis a = idOpontban az
x(o)=x, koordindtdkkal létrejon az dllapotvaltozok mindegyikének az egyensilyi értéke. Labilis rendszer
esetében az x(0) kezdeti feltételbol indulo sajatmozgds, vagy az origobol indulo gerjesztett mozgds trajektoridi
dltaldban minden hatdron til novekedo jelleget mutatnak.

Példa.
Adott az aldbbi mdsodrendli nemlinedris rendszer dllapotegyenlete, és az ehhez rendelt alaptagokbdl kialakithaté
hatdsvézlat:

dx

% = £ G005 (0.0)) =5y (0) + 2, (0) + 1)
d

"d%(’) = £ (0.5 1) =1004(1) 9%, (1)~ %, (1)

u(t)=0 esetére adjuk meg a rendszer dllapottrajektoridit.

x,(0) x(0)
. e y
— J. » O Py 10 I > (>
-1 |« »> -9 —
1
F14. dbra

A rendszer hatdsvazlata

A rendszer nemlinearitdsdt az egyenletekben szerepld (x)* tényezd okozza, amit a hatdsvdzlaton a 0’ jeld
nemlinedris kobreemeld tag képvisel. Gerjesztetlen rendszer esetében u(t)=0, ezért ekkor a rendszer mozgdsat az
x(0)#0 kezdeti feltételek hozzak létre. u=0 mellett a rendszer olyan x, dllapotvaltozékkal lehet egyenstlyi
helyzetben, amelynek koordindtdi kielégitik a

dx,,,
= (X0, Xy0) ==X, + X =0
dt J1(X195 X59) 10 T X2
dx
djo :fz(xlo,x20)=10x,03—9x,0—x20 =0

egyenletrendszert. Az egyensulyi pontok az fi(x;0,X20)=0, f>(x;0,%20)=0 fiiggvények k6zos pontjaiban vannak. Ha az
x;~x, allapotsikon dbrazoljuk ezeket az fi(x;0,x20)=0, fo(x10,x20)=0 fliggvényeket, az aldbbi abrat kapjuk:
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Az f1=0 és az f2=0 statikus jelleggdrbéek

F15. dbra
A statikus jelleggorbék, és a (Py) pontbdl indulé trajektéria

A statikus karakterisztikak metszéspontjainak (a rendszer harom egyensilyi pontjdnak) koordinatai:

Egyensiilyi pont X, Xy,

P, -1 -1
P, 0 0
P, 11

Az egyensiilyi pontban linearizalt rendszer Ap dllapotmatrixa és ennek karakterisztikus egyenlete:

i
o, o, | -1 1
AN {30;&0—9 —1}
ox |, 0x,|,

det(A —A,)=(A+1)* =30x} +9 =
= A" +21-30x), +10=0

A karakterisztikus egyenlet gyokei és a munkapontok tipusai a harom munkapontban:

X0 A A Tipus
P, -1 -1- «/E -1+ JH Nyeregpont (labilis)
P, 0 —1+3j —1-3j  Fokuszpont (stabilis)
P, 1 -1+ \/E -1- \/E Nyeregpont (labilis)

A (Ps) kornyezetébdl induld trajektoria a stabilis (Ps) pontba fut, szemben a (Pp) labilis pontok kornyezetébdl
indul6 trajektoridkkal, amelyek a (Pp) kornyezetét elhagyjdk. A rendszer globdlis viselkedésének
tanulmdnyozdsdra egy lehetséges mddszer, ha az x;~x, dllapotsikon dbrazolunk egy rdcshdlézat pontjaibél indulé
trajektdria sereget. Ebbdl képet kaphatunk arrél, hogy a teljes dllapotsikon milyen mozgasviszonyok johetnek 1étre,
attdl fiiggden, hogy milyen x(0) kezdeti feltétel altal meghatdrozott pontbdl indul a tranziens. A trajektoridk
dbrazoldsahoz szdmitégépes modszerek igénybevétele célszerli, mivel nagy szdmban kell az édllapotegyenletet
megoldani. A teljes dllapotsikot feltérképez6 MATLAB program:

to=0;tv=5;x0=[-1.2 1.2];tv=input ('tv=");xo=input ('xo=");
[t,x]=0ded5('fnr', [to tv]', x0);

plot (x(:,1),x(:,2)); grid;pause;plot (t,x(:,1),t,x(:,2));grid;pause;
[t,x]=oded5 ('fnr', [to tv]', [0 3.51");

x1=-1.25:.1:1.25;x2=x1;plot (x1,x2);hold;

plot (x1,10*x1.73-9*x1) ;grid;pause;plot (x(:,1),x(:,2));
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title('Az £1=0 és az £f2=0 statikus jelleggdrbék');
xlabel ('x1"');ylabel ('x2");

pause;clf;

$A szeparatrix szamitéasa

[t,x]=oded5 ('fnr', [0 1]',[-2 7.965]"');plot (x(:,1),x(:,2));hold;
[t,x]=oded5 ('fnr', [0 1]1',[2 -7.965]");plot (x(:,1),x(:,2));
[t,x]=oded5 ('fnr', [0 1]',[-2 5.677]");plot (x(:,1),x(:,2));

(

[t,x]=0oded5
[t,x]=0oded5

(
(
("fnr', [0 1]1',[2 -5.677]");plot
(
[t, x]=oded5 (
(
(
(
(

1), x(:,2));

P~~~ ~

fnr', [0 1]',[0 4]');plot (x(:,
fnr', [0 1]',[0 —4]');plot (x(:,
'fnr', [0 0.5]1",[-1.5 1]");plot(
'fnr', [0 0.5]",[1.5 -11");plot(
[t,x]=0oded5 ("fnr', [0 51", [-1.5 4]");plot (x(
[t,x]=0ded5 ('"fnr', [0 5]',[1.5 —-4]");
plot (x(:,1),x(:,2));grid;plot (x1,x2);plot (x1,10*x1."3-9*x1);
title('Az &llapotsik stabilis és labilis tartomdanyai');
xlabel ('x1');ylabel ('x2') ;pause;clf;
% Az fnr.m fajl
function xd=fnr(t,x);
xd(l)=-x(1)+x(2);
xd (2)=10*x(1) ."3-9*x (1) -x(2);
xd=xd';

! ) rx(:,2));
[t, x]=oded5
[t,x]=oded5 (:,1),x(:,2))5;
1), x(:,2));

1
1

A program futdsabdl itt azt az eredményt kozoljiik, amely az dllapotsikon feltiinteti azt a specidlis trajektoridt (a
szeparatrixot), amely a stabilis—labilis tartomdnyokat egymdstél elvalasztja. Lathatéan a sik egy jol
meghatdrozott, stabilis tartomdnyabdl inditott mozgds a (Ps) stabilis egyensulyi pontba tart, szemben a labilis
tartomdnyokbdl inditott mozgdssal, amelynek dllapotvdltozdi a végtelen felé tartanak. A szeparatrix egy olyan
specidlis trajektéria, amelyrdl inditott mozgas a labilis egyensiilyi pontba futna, de ha az inditdsi pont barmilyen
kis eltéréssel nincs a szeparatrixon, a mozgds vagy a (Ps)-be, vagy a +oo—be tart.

A trajektoria az Ot leiro:

dxy

dr =ﬁ= 1o (x5 x,) _ 10x) —9x, — x,
A dx o fi(x,x) X tX
dt

differencidlegyenlet x,=F(x;) megolddsaként is szdmithat. Lathatéan f>=0 esetében dx,/dx,;=0, illetve f;=0
esetében dx./dx;=c. Ezért a trajektéria x,=F(x;) fliggvényének grafikonja vizszintesen metszi az f>=0 —, illetve
fliggdlegesen metszi az f;=0 fliggvényt.

Az &llapotsik stabilis és labilis tartomanyai
10

F16. dbra
A stabilis—labilis tartomdnyokat szétvalaszt6 szeparatrix

2009. oktéber 20. 67 A matematikai modell (Cikk.1)



Szabalyozastechnika cikksorozat

Figyeljik meg, hogy a stabilis fékuszpontba befuté trajektéria egy logaritmikus spirdlis—, a nyeregpont
kornyezetében haladé trajektéria pedig hiperbolikus jelleget mutat.

Példa.
A nemlinedris rendszerek egy kiilonleges allapotegyenlete a Lorenz egyenlet. Ennek alakja:

% = (0,330, 1, (0) = 10(=x, () + 3, 1))

% = 1, (1), x, (1), x5(1)) = 28x, (1) — x, (t) — x, (1) x5 (1)
d 8

%(t) = f3(x1(t)»x2(t)ax3(t)) = xl(t)xz([) —g}%(l)

Hatdarozzuk meg a rendszer egyensilyi pontjainak koordinatdit, ezek stabilitdsi tulajdonsdgait, valamint az
x(0)=[10 20 30]" kezdeti feltételbél indulé allapottrajektoridjat.
Az allapotegyenlethez rendelhetd hatdsvazlat:

X1X2 X1
T
x5(0) * x,(0) x,(0)
—X X3
X3 ' i
I - KL —> J. » 10 |1» _[ >R
L -8/3 X 1 e -10
28 &
-1 |«
F17. dbra

A Lorenz egyenlet hatasvazlata

Jelen esetben a rendszer mozgdsat az allapotvaltozok kezdeti értékei generdljak, mivel az u(r) gerjesztd jel az
egyenletekben nem is szerepel. A Lorenz egyenletnek lényeges tulajdonsdga, hogy az dllapottérben harom labilis
egyensulyi pontja van. Az egyenstilyi pontok koordindtdit meghatdrozé egyenletek:

dx;

d;U = fi(x105 X209, X30) = 10(=xp + xp) =0
dx.

djo = f2 (X195 Xpp, X30) = 28X — X — Xyoz =0
dxy) _ 8

== (X5 Xog» Xag) = X0 Xy —— X =0
at J3 (X195 X205 X30) = X100 3

Ezekbdl meghatdrozhatéak az egyensilyi pontok koordindtdinak szdmértékei: (Pyry): (0,0,0), (Pr2): (6\/2,6\/2,27),
(Pr3): (—6V2,-632,27). Az egyenstilyi pontokban linearizélt harmadrendd rendszer dllapotmatrixa:

AN

ox; ox, ox,

o P of r o P -10 10 0
A, =24 ZH A [=|28-x -1 —x
r x|, 0|, o, * - g

L/ I

ox, » ox, B ox, »

Az Ap dllapotmatrix sajatértékei a harom kiilonb6z8 munkapontban:

P.. (x50, X20, X30) M o A A munkapont tipusa
(0,0,0) 2283  11.83 267 Labilis (P.,)
(6\2.672,27) ~13.85  0.09+10.2j  0.09-10.2j Labilis (P,,)
(—6\2,-6V2,27)  -13.85 0.09+10.2)  0.09-10.2] Labilis (Py3)

Miutan mindhdrom egyensilyi pont labilis, az e pontok kornyezetébdl inditott mozgdsok ezt a kornyezetet
altaldban elhagyjak. A (0,0,0) koordindtdkkal rendelkezd kezdeti feltételek dltal inditott mozgds az allapottér
origdjdban marad, illetve az x;(0)=x2(0)=0, x3(0)#0 pontbdl inditott mozgds az dllapottér origdjdba tart. Ez az
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35

30

25

x3

20

allapotegyenletekbdl, vagy a hatdsvazlatbol kozvetleniil kiolvashat6, hiszen ekkor az x,(1), és x(t)
allapotvaltozokat eldallit6 integratorok ,.elindulni nem képesek”, az x;(t) allapotvdltozénak pedig ekkor a tobbi
allapotvaltozora hatdsa nincs. Ezen tilmenden az x;(t) is a zérus felé tart, mivel az x; dllapotvdltozo integrdtora
negativan visszacsatolt. Minden mds kezdeti feltétel esetében minden integrator bemenetén zérustdl kiilonbozo jel
van, ezért ilyen esetben a rendszer mozgdsba jon. A rendszer viselkedése a labilis egyensilyi pontok ellenére
olyan, hogy a tetszéleges x(0) kezdeti feltételekbdl indulé mozgast leiré allapot trajektoria — mikdzben a 7 1d6 a
0O<r<oo id6intervallumban valtozik — egy olyan szabdlytalan térgiorbe, amely nem fut be egyik egyensiilyi pontba
sem, sohasem ismétli onmagdt, de a rendszer teljes ,,életfolyamata” alatt az dllapottér egy meghatdrozott véges
tartomdnydt sem hagyja el. Ennek az dllapotegyenletnek a vizsgalata a kdoszelmélet megalapozasat eredményezte.
Az dllapotegyenlet megolddsa, és a trajektéria szamitdsa:

to=0;tv=10;x0=[10 20 30]"';
tv=input ('tv="); xo=input ('xo=");
[t,x]=0ded5 ('lorenzl', [to tv]',x0);
plot3(x(:,1),x(:,2),x(:,3));grid;
title('A Lorenz egyenlet allapottrajektéridja');
xlabel ('x1');ylabel ('x2");zlabel ('x3") ;pause;
plot(t,x(:,1),t,x(:,2),t,x(:,3));
title('Az &llapotvaltozdék idéfiliggvényei');
xlabel ('t');ylabel ('x1(t),x2(t),x3(t)"');grid;
% A lorenzl.m fajl
function xl=lorenzl (t, x)
x1(1)=10*(x(2)-x(1));
x1(2)=-x(1) .*x(3)+28*x (1) -x(2);
x1 (3)=x(1).*x(2)-8*x(3)/3;
x1=x1";

A Lorenz egyenlet allapottrajektoridja

F18. dbra
Az x(0)=[10 20 30]" kezdeti feltételek dltal generdlt dllapottrajektria
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Az allapotvaltozok idofliggvényei

50

40

30C

20C

x1(t),x2(t),x3(t)
=

F19. dbra
Az x(0)=[10 20 30]" kezdeti feltételek altal generalt allapotviltozdk idéfiiggvényei

F4. Linearis rendszer

Ha fix,u)=Ax(t)+Bu(t) és g(x,u)=Cx(t)+Du(t) a rendszer linedris, és A, B, C, é D a rendszer
paramétermatrixai. Ilyenkor az allandé u, hatdsira egyetlen egyensilyi pont'® johet létre, amelynek
dllapotkoordindtdi az Axo+Buy=0 egyenletbdl x,= —-A”'Bu, , illetve a kimendjel allandésult értéke
Yo=Cxo+Dut,=(~-CA'B+D)u,. A linearis rendszer egyensiilyi pontja stabilis, ha A allapotmatrixanak minden
sajatértéke negativ valés részii szam'”. Ha ez fenndll, a sajatmozgds az éllapottér origéjdba, a gerjesztett
mozgds pedig a rendszer egyetlen stabilis x, egyensilyi pontjdba tart. A linearis rendszer kiilonleges
jelentdséggel bir, mivel egységes, jol kidolgozott rendszerelmélete van. Ha linedris rendszer gerjesztése u(t),
dllapotvaltozéjanak kezdeti értéke x(0), akkor az dllapotegyenletnek van analitikus megolddsa'®:

t
x(1) = e x(0) + Ie/*“'”Bu(r)dr
7=0

y(t) = Cx(t) + Du(t)

A linedris rendszerre érvényes a szuperpozicio elve. Ennek értelmében, ha az u,—re y; vélasz, és u,—re y,
valasz keletkezik, akkor az wu=ku;+ku, gerjesztésre létrejovoé valasz y=k;y;+kyy, (k;, k, allanddk). A
szuperpozicié elvének érvénye a linedris rendszerek elméletében igen nagy jelentdségii, a rendszer analizisét
jelentdsen eldsegiti. Ha példaul az u gerjesztés a Fourier felbontdssal harmonikus jelek 0sszegeként eléallithato,
akkor az egyes harmonikus komponensekre adott részvilaszok Gsszege lesz az u—ra vonatkozé y vélasz, stb.'”
A linedris rendszerek analizisét jelentds mértékben egyszerisiti, hogy a kiilonféle integral transzformacidk (a

Fourier—, illetve a Laplace transzformdcié) alkalmazdsa a differencidlegyenleteket algebrai egyenletekké

104 M4sodrendii rendszer esetében példaul az fi=a;x;+apxa+u;, €s az fr=azix;+ax>+u, figgvények az x;~x, allapotsikon egyenesek, és ezek
—ha A nem szinguldris — egy pontban metszhetik egymast.

195 Lasd az dtviteli fiiggvény parhuzamos felbontasat.

1% A megold6 képlet levezetésének egy médszerét az 1.2 fejezetben taldljuk. A linedris rendszer allapotegyenletének analitikus megoldésat a
MATLAB 1sim, initial, step, impulse fiiggvényei timogatjak.

"7 Ha a linedris rendszer u(r)=1(1) gerjesztésre vonatkozé valasza az y(t)=v(t) dtmeneti fiiggvény, akkor egy tetszéleges, Au(t—t) ugrasjelek
szuperpozicidjabol felépiild u(t)—re vonatkozo vélasz a Av(t—r) részvalaszok 0sszegébdl épithetd fel (Duhamel integral).
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"o

egyszerisiti. A linedris rendszerelmélet eredményei a nemlinedris rendszerek analizisében is — a munkaponti
linearizalds lehetdségének alkalmazdsaval — felhaszndlhatok.

X3 L
d);(t) = Ax(t) + Bu(r) Az allapot
t

trajektoria

Stabilis linedris rendszer
Osszetett mozgdsa

x(0)#0; u(t)=uol(t)#0

A kezdeti
feltétel

Osszetett mozgés végértéke
xa=—A'IBu0

x,(0)

X1

F20. dbra
Az Osszetett mozgas szemléltetése a stabilis linedris rendszer dllapotterében

Példa
Harmadrendi linedris rendszer dllapotegyenlete:

% = fi(x, Xy, x5,u) ==0.2x, (1) + 2x, (t) + u(t)
t
? = fo (x5 %y, x5,u) = =2x,(1) = 0.2x, (1) + u(t)
% = f3(x, Xy, x5,u) = —0.25x,(¢) + u(r)

y(1) =x,(1)

Adjuk meg a rendszer linedris alaptagokbdl felépitett hatdsvazlatat. Az u(t)=1(t) gerjesztés, és x;(0)=x>(0)=x;(0)=1
kezdeti feltételek mellett szamitsuk ki a rendszer sajatmozgdsdt, a gerjesztett mozgdsdt, és az Osszetett mozgdsat.
Abrazoljuk a kiilonféle mozgéasok éllapottrajektoridit.

Megjegyzés

Vegyiik észre, hogy a dx,(t)/dt, és a dxy(t)/dt allapotsebességek kizarlag az x;(t) és x(t)
dllapotvdltozoktol és az u(t) gerjesztd jeltdl—, a dxs(t)/dt pedig csak az x;(1)—tol és az u(t)-tol fiiggenek. A
linedris dinamikus rendszernek hdrom dllapotvéltozéja, egy bemend jele, és egy kimend jele van.

A rendszer hatdsvazlata az dllapotegyenletének az alapjan:

x(0) %(0)

u X/ ¢ X2=Y1

e o I - -2 j —>X) P

— 02 |¢— — 02 |e
2 |«
x3(0) Fontos észrevenniink, hogy a holtidé mentes
linedris rendszer hatdsvdzlatdn kizdrolag P, 1,
X3 és X linedris alaptagok szerepelnek, és a
—> J. -—> hatdsvdzlaton annyi integrdlo alaptag van,
amennyi a rendszer rendszdma!
~0.25 |«
F21. dbra

A linedris rendszer hatdsvazlata

A rendszer paramétermatrixai az allapotegyenletek alapjan:
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-02 2 0 1
A=| -2 -02 0 | B=[1| c=[t 0 o] D=0
0 0 =025 1
Az egyensiilyi helyzetben dx/dt=Ax(o0)+Buy=0, és innen x(w0)= —A”Bu,. Részletezve:

-02 2 0 1 -0.0495 -0495 0 ||1 0.5446
x(e0)=—A"Bu=- -2 -02 0 1|1=—| 0495 -0.0495 0 ||1|=|-0.4455
0 0 -025 1 0 0 —4|1 4.0000
A rendszer karakterisztikus egyenlete, és dllapotmatrixanak sajatértékei'”:
A+02 2 0
det(Al —A)=det| 2 A+0.2 0 =(A+0.2)*(A1+0.25) + 4(A1+0.25) =
0 0 A+0.25

=2 +0.6527 +4.141+1.01=0
,=-0242j, A, =-025

Miutdn az A dllapotmatrix minden sajdtértéke negativ valds részii, a rendszer aszimptotikusan stabilis. Az egyensiilyi
helyzetben az allapotsebességek zérusok, ezért (P.) az x(c0) koordinatdkkal rendelkez6 stabilis egyensiilyi pont. A
trajektoridkat MATLAB timogatdssal szamitjuk.

A=[-0.2 2 0;-2 -0.2 0;0 0 -0.25];B=[1 1 1]1';C=[1 0 0];D=0;x0=[1 1 1]';u=1;
disp (poly (2)) ;disp (eig(A) ) ;disp (-inv (A) *B*u) ; pause; sys=ss (A,B,C,D);tv=10;
[y,t,x]=initial (sys,xo,tv);plot3 (x(:,1),x(:,2),x(:,3));grid;

title('A renszer sajatmozgasa');xlabel ('x1l');ylabel('x2');zlabel ('x3");
pause; ;hold;

ly,t,x]=step(sys);plot3(x(:,1),x(:,2),x(:,3))

title('A renszer sajat,és gerjesztett mozgasa');pause;

u=ones (1, length(t)); [y, t,x]=1lsim(sys,u',t,x0);plot3(x(:,1),x(:,2),x(:,3));
title('A renszer sajat-, gerjesztett-, és Osszetett mozgésa');

pause;clf;

A szamitdsoknak az dllapottérben megjelenitett eredményeit a kovetkezd dbra foglalja Ossze. Lathatéan az
aszimptotikusan stabilis linedris rendszer sajatmozgasa az dllapottér (Py) pontjdabdl indulva az origéba—, a gerjesztett
mozgas az origébdl a (P..) egyenstilyi pontba—, az dsszetett mozgas pedig a (Py) pontbdl a (P..) pontba tart.

198 A linedris rendszer llapotmétrixanak sajatértékei nem fiiggnek a rendszer egyensiilyi pontjanak koordinaitél!
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x(0)=[1 1 1%
u=1(t)

/

/

35 - - L

|
|

~ 1
| ~
L

Osszetett mozgds
T x(0)#0;u0 L

=

L L L L

25 — -

Gerjesztett mozgds ™~
x(0)=0; u#0

R o Isel g Sajatmozgas
=<1 T x(0)£0; u=0

F22. dbra
Stabilis linedris rendszer kiilonféle mozgdsa az allapottérben

A stabilitds szemléletesen kothetdé ahhoz az egyszerli tulajdonsaghoz is, hogy a dinamikus rendszer
rendelkezik—e azzal az elvarhaté mikodésmoddal, hogy u(t)=uyl(t) belépd vizsgaldjellel gerjesztve, képes—e
olyan allapotot elérni, mikor is t—oo mellett az x &llapotvaltozék is, és az y kimend jelek is egy
Xo=x(o)=dllando, y,=y()=dllando értékekhez tartanak. Ha a dinamikus rendszer az dllandé u, bemend jelre,
allandésult allapotban, allandé x, dllapotvaltozéval—, és dlland6 y, kimend jellel vélaszol, akkor a rendszer
aszimptotikusan stabilis és onbedllo. x(0)=0 kezdeti feltételek mellett az u(t)=1(1) egységugrdsra adott
y(t)=v(t) valaszt dtmeneti fiiggvénynek hivjuk. A stabilis rendszer dtmeneti fiiggvénye r—oo mellett egy dlland6
értékhez tart.

u Xy=v x(t)
KLl .,;'.'. . :
=1 ¥(0)9 /)
x() ,0"“‘-- ...... x() QT
t RN t=o 1
F23. dbra

Az u(t)=1(t)-re adott x(¢) és y(t)=v(t) vélaszok, stabilis rendszer mellett

Az n—ed rendl rendszer bemend jeleinek szama j, kimend jeleinek szdma k, és dltaldnos esetben mindegyik
bemend jel mindegyik dllapotvéltozéra—, és mindegyik kimend jelre befolydst gyakorolhat. Ekkor a rendszernek
kxj szamu dtmeneti fiiggvénye van, és a stabilitds biztositdsdhoz — a rendszert u(t)=u,1(t) belépd jellel gerjesztve
— mindegyik x(t) és y() idéfiiggvénynek dlland6 értékhez kell tartania.

Megjegyzés.

A tartalyokbdl 4ll6 folyamat stabilitdsa (6nbedllosdga) a fizikai miikodésbdl kozvetleniil is megallapithatd. Az
U, Uz bedramlé hozamok olyan x,=y,, szinthelyzetet kell hogy eredményezzenek, amely szinthelyzet altal
1étesitett g;o hozam akkora, mint a bedramlé hozamok Osszege. Az alsé tartdlyra hasonléan az us, és g;0 hozamok
akkora x;p=y» szinthelyzetet hoznak 1étre, amelynél a ¢,y kidramlé hozam azonos az us, €s g9 bearamlé hozamok
osszegével. Mindezekbdl pedig az is kovetkezik, hogy az dlland6 u, gerjesztésekre kialakulnak az y=x kimend
jelek, és dllapotvdltozok allandé yo=x, értékei, vagyis a folyamat aszimptotikusan stabilis, onbedlld.
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Hasonldan stabilis és 6nbedll6 tulajdonsdgi az RLC dramkor is, mivel az dlland6 u, bemend fesziiltség hatdsdra,
alland6sult dllapotban, a kimend jel a bemend jellel azonos dllandé értéket vesz fel, a kondenzatort az i dram az u,
fesziiltségre tolti fel: yo=u,.

Nem rendelkezik 6nbeallé tulajdonsdggal a hidraulikus erdsit6 és szervomotor, mivel az dllandé u, hatasdra az y
kimend jele idében linedrisan nd (integrdlé tag).

A fizikai miikodésbdl kiolvashaté az elektromechanikai rendszer dnbedllésaga is, mivel az alland6 wug, my, ug
bemend jelek hatdsdra bizonyosan kialakulnak az dllapotvdltozoknak az iy, @y, és i, egyensilyi értékei.
Figyelembeveendd viszont a rendszer azon tulajdonsdga, hogy az u, gerjeszté fesziiltségnek zérus értéket
megengedni nem lehet, mivel ez zérus gerjesztd dramot, illetve a remanencidab6l visszamaradd, kozel zérus ¢,
fluxust eredményezne. Ilyen esetben a terheletlen gép u, kapocsfesziiltsége, €s az up=cpow, indukdlt fesziiltsége
azonos, ami csak — a kis fluxus miatt — igen nagy szogsebesség mellett johetne létre (a motor zérus gerjeszt dram
mellett ,,megszalad”). Mindezek miatt a gerjesztd dramot a névleges értékének harmada ald csokkenteni nem
szabad. Itt jegyezziik meg, hogy abban az esetben, ha a gép gerjeszté drama dlland6 (vagy a gerjesztd fluxust egy
alland6 magnes hozza 1étre) a gép matematikai modellje mdsodrendii linedris modellre egyszertisodik.

i(0) mr=u; @(0)
u(t)=u, l i=x; ki l
1 - o(t)=x
— J. )|k lj _>®_£, :
L 0
R e
—kaw
—k <
u(t) = Ri(t)+ L% +u, (1) u;(t) = kaxt)
G% =m(t) —m;(t) m(t) = ki(t)
F23. dbra

Alland6 gerjesztésii egyendrami motor hatdsvézlata és linedris matematikai modellje

Az egyenletekben, illetve a hatdsvazlaton szerepld k gépdlland6 azonos az indukalt fesziiltség kifejezésében, illetve
a nyomatékegyenletben. Ez abbdl lithat, hogy a Pr= u;i,=cip.m,.i,=kiw,i, 1égrés teljesitmény alakul at

illetve k;=k,=k.

Onbedllé, aszimptotikusan stabilis, és harmadrendti linedris rendszer a termikus folyamat. A fizikai
tulajdonsagokbdl kovetkezik, hogy egy dllandé villamos fiités mellett sziikségszerlien kialakulnak az
allapotvdltozok, illetve a kimend jel dllandésult értékei.

Nyomatékosan hangsilyoznunk Kkell, - ami egyébként a rendszer dx(1)/dt=Ax(t)+Bu(t)
allapotegyenletébol kovetkezik —, hogy a linearis rendszernek adott, allandoé u, gerjesztés mellett egyetlen
egyensiilyi pontja lehet, ahol is az allapotsebesség zérus. Ebben az egyensilyi pontban Ax,+Bu,=0, illetve az
allapotvaltozé allandésult értéke xo= ~A~Bu,. Ez az egyensiilyi pont u,=0 esetében az allapottér origdja. Az x,
koordinatakkal rendelkezd egyenstlyi pont stabilis, ha a rendszer A éallapotmatrixdnak minden sajatértékére
real(2;)<0, (i=1,2, ...,n). Ha ez teljesiil, akkor az dllapottér tetszéleges pontjdbdl inditott sajatmozgds az
allapottér origdjaba—, az uyl(r) hatdsdra keletkezd gerjesztett mozgds, pedig az llapottérnek az xo=—A"'Buy
pontjaba tart. Ha az allapotmatrixnak legaldbb egy sajatértéke zérus, vagy zérus valds részii, vagy pozitiv, vagy
pozitiv valés részli, akkor a rendszer labilis. Ekkor a sajatmozgds valamelyik koordindtdja ,,nem tiinik el”,
periodikus lengémozgast végez, vagy pedig minden hatdron tdl novekszik. A linedris rendszer egyensulyi
pontjanak stabilitdsa nem fiigg az egyensulyi pont koordinatditol, illetve az u, bemend jeltél. Mindezek miatt a
linearis rendszer stabilitasa (vagy labilitaisa) az A allapotmatrix sajatértékeivel egyértelmiien
meghatirozott rendszerjellemzé tulajdonsag.'”

A nemlinedris rendszer dllapotegyenletének — néhany specidlis tulajdonsdgokkal rendelkezd f(x,u) kivételével
— altaldban csak numerikus megoldasa van (példaul az Euler, vagy a Runge—Kutta eljardsok). A nemlinearis
rendszernek dllandé u, gerjesztés mellett tobb egyensiilyi pontja is lehet, és ezek koordinatdi az f{x,,ug)=0
egyenletbdl szamithatok. Az egyensiilyi pont stabilis, vagy labilis tulajdonsagait az adott egyensilyi ponthoz
rendelhetd linearizalt rendszer allapotmatrixdnak sajatértékei hatdrozzak meg. Az egyensilyi pontok stabilitdsa
fligg az egyensilyi pontok koordinatditdl, és ezen keresztiil a rendszer uy bemend jelétol. A stabilitds ezért a
nemlinedris rendszernek nem rendszerjellemzo tulajdonsdga. Miutan az f(x,u), és g(xu) fliggvények igen
véltozatosak lehetnek, ezért a nemlinedris rendszereknek egységes rendszerelmélete sem létezik. A nemlinedris

9 Az nn méreti A dllapotmétrix p sajitértékeinek meghatirozisa MATLAB fiiggvénnyel: [V,P]=eig(A);  vagy
p=roots (poly (A))
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rendszerekre nem érvényes a szuperpozicio elve, és a differencidlegyenlet megolddsdra nem alkalmazhatoak az
integrdl transzformdcios eljardsok.

F5. Linearis dinamikus rendszer allapotegyenlete.
Az allapotegyenlet analitikus megoldasa

A dinamikus rendszerekben — {gy az irdnyitdsi folyamatokban is — id6ben lejatsz6dé események torténnek,
ezért az u bemend jelek (a gerjesztések), az x allapotvaltozok, és az y kimend jelek (a vilaszok) kozotti
fliggvénykapcsolatokat differencidlegyenletek irjak le. Ezek altaldban egy nemlinedris dllapotegyenlet alakjaban
oltenek testet, amelyet munkaponti linearizdldssal gyakran linedris allapotegyenletté alakithatunk, de az is
lehetséges, hogy egy adott dinamikus rendszert eleve linedris dllapotegyenlet jellemez (pl. RLC héal6zatok).

Linedris, folytonos, n-ed rendli, MIMO (tobb bemenetli — tobb kimenetll) dinamikus rendszer
allapotegyenlete, valamint az ehhez rendelhetd hatdsvazlat:

dx (1)
dt
y(t) = Cx(t) + Du(t)

= Ax(t) + Bu(t)

x(0)
u(t) Bu x’(t) x(t) Cx y(t)
—» B =><§>=> [ >
) Ax () Du (k)
A ¢
> D
F24. dbra

Linedris MIMO rendszer hatasvazlata

Az LTI rendszernek j szdmu u bemend jele és k szdmu y kimend jele van, az x dllapotvéltozok szdma n. Ezért az
A allapotmatrix mérete nxn (négyzetes matrix), a B bemeneti matrix mérete nxj, a C kimeneti matrix mérete
kxn, a D direkt matrix mérete pedig kxj. Ha az éllapotegyenletben egy bemend jel, egy kimend jel, és n
allapotvaltoz6 szerepel, egy bemenetli — egy kimenetli, n—ed rendii SISO (Single Input, Single Output)
rendszerrdl beszéliink (j=1, k=1, n>1).

Az allapotegyenlettel leirt rendszer tulajdonsdgait szemlélteti a hozz4 rendelt hatdsvédzlat. Az ezen szerepld
téglalapok jelatviteli tagokat szimbolizdlnak, és a benniik szerepld jelképek mutatjdk meg a kozvetlen be—, és
kimeneteik kozotti fiiggvénykapcsolatot. A nyilakkal ellatott vonalakkal dbrazoljuk az egymadssal ok—okozati
kapcsolatban 1év6 jeleket, €s a hatasiranyt, a korok pedig olyan tagokat jelképeznek, amelyeknek kimend jelei a
bemend jelek oOsszege. A hatdsvazlatb6l kiolvashatéan az integralo tag bemenetén mikodtetett
dx(t)/dt=Ax(t)+Bu(t) bemend jel (a dx(t)/dt=x’(t) allapotsebesség) hatdsdra az integrald tag kimeneten — az x(0)
kezdeti feltételt is figyelembe véve — x’ integrdlja (vagyis maga az x dllapotvaltoz6) jon 1étre. A hatdsvazlaton jol
szemléltethet az integralé tagnak az A allapotmatrixd algebrai taggal megvalésuld visszacsatolasa. Az A,
B, C, D paramétermatrixokkal jellemzett tagok, és az 6sszegz0 tagok algebrai tagok, aminek jelentése az, hogy
kozvetlen bemend —, és kimend jeleik kozott idokésleltetés nélkiili ardnyos fiiggvénykapcsolat van. Ezzel
szemben az integralé tag a hatdsvdzlat dinamikus tagja, melynek kimend jele a bemend jelének idé szerinti
integrdlja. Ahhoz, hogy az integrdlé tag kimenetén a kozvetlen bemend jelének a hatdsa megjelenjen, véges
idonek kell eltelnie. Mindezekbdl az is kovetkezik, hogy abban az esetben, ha az éllapottér origéjdban 1€vo
gerjesztetlen rendszert (amikor is x(0)=0 és y(0)=0) a gerjesztd jelek ugrasszerli hatdsa éri, akkor az y vélasz a
t=0 idépontban csak akkor ,,ugorhat”, ha D#0. D#0 esetében — mint ahogy ez a hatdsvazlatbdl szemléletesen
lathaté — az u gerjesztés nem csupdn az dllapotvaltozékon keresztiil, hanem egy Du(t) komponenssel direkt
modon is befolydsolja az y kimend jelet. Az dllapotegyenlet koordindtdkban felirhaté alakja:
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(dx/dr:nx1) (A:nxn) (x:nx1) (B:nxj)
Sl AN o~ -
dgwldt] [a, a, . . a,|[x@®] [bn ba - by | wpo
uy (1)
dx, (t)/ dt Ay Ay . Gy, || X (0] by by . by ||
uy (1)
= +
. . u; (1)
dx,)/dt| |a, a, . . a,]|x,@®) |bw by - by |
EA0) 1
(1) Gy Cp ooy dy d, . dj 0
5 () “
RO e n 6y, i dy - dyj || uy(0)
: u; (1)
Y () ot Cra - - Cp £ ) dy d, . dkj_ e/
S it ~
(y:kx1) (C:lexn) c " (D:Fxj) (D
(x:nxl)

A Laplace transzforméci6 alkalmazasaval az allapotegyenletet az s operdtor tartomanyban algebrai egyenletté
alakithatjuk, amit a transzformacié L{Ax(t)+Bu(t)}=Ax(s)+Bu(s) linearitasi tétele, és az L{dx(t)/dt}=sx(s)-x(0)
differencidldsi szabdlya tesz lehetdvé. Ezért a ¢ idétartomanyban felirt dllapotegyenletet Laplace transzformalva
kapjuk''’:

sx(s)— x(0) = Ax(s) + Bu(s)
y(s)=Cx(s)+ Du(s)
innen a megoldds az s és t tartomdnyban :
x(5) = (s = A" [x(0) + Bu(s)]= D(5)x(0) + D(5) Bu(s)
y(85)=CP(s5)x(0) +[CD(s)B + D]u(s)
_adj(sl — A)

T detsI—A) Lexp(an}

ahol : ®(s) = (sl — A)™

x(t) = Lx(s)} = LH®(5)x(0) + @ (5)Bu(s)} = e x(0) + I MO Bu(r)dr
0

()= L {y(s)}= Cx(t) + Du(r)

Ha az allapotvaltozok x(0) kezdeti feltételei zérusok, akkor:

V() =[CD(s)B+ D]u(s) =W (s)u(s)
Cadj(sl — A)B +det(s] — A)D
det(sl — A)

W(s)=CP(s)B+ D=

A W(s) atviteli matrix a j szamu bemend jel, és a k szamu kimend jel kozott — az s operdtor tartomdnyban —
matrixegyenlet formdjaban teremt kapcsolatot:

n) | W) . Wyls) . W;(s)

. . . . 1 (s)
yi(s) [=| Wals) . Wyls) . Wyls) || u,(s)
. . . . u;(s)
Y] [Wals) - Wyls) . Wy(s)

A kifejezésben kxj darab atviteli fiiggvény szerepel. Altaldnos esetben barmelyik kimend jelet a bemené jelek
mindegyike befolydsolhatja. Az 4tviteli matrixban szereplé mindegyik 4tviteli fiiggvénynek kozos tulajdonséaga,
hogy az s Laplace operatornak algebrai tortjét alkotjak, és mindegyiknek a nevezdje ugyanaz a det(sI-A) n—ed

fokud karakterisztikus polinom.
Egy masodrendi linedris SISO rendszer esetében példdul egy lehetséges dllapotegyenlet:

"0 x(s)=L{x(t)}; u(s)=L{u(t)}; y(s)=L{y(t)};L{exp(At)}=D(s). P(s) a D)= exp(At) alapmatrix Laplace transzformiltja. Az
dllapotegyenlet sx(s)—x(0)=Ax(s)+Bu(s) transzformaltjdnak x(s)-re torténd rendezésénél figyelembe kell venni, hogy matrixmiiveletekrdl van
s26. Ezért sx(s)-Ax(s)=x(0)+Bu(s)—(sI-A)x(s)=x(0)+Bu(s)—(sI-A) " (sI-A )x(s)=(sI-A )" [x(0)+Bu(s)]1—x(s)=(sI-A) " [x(0)+Bu(s)].
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dx, (1)
dt
dx, (1)
Cdr

() =cpx,(0)
vagy madtrixegyenlet alakban:

M = Ax(t) + Bu(t)
dt

=a,,x,(t) +a,x,(t)+byu, (1)

=y, X, (1) + ay,x, (1)

y(t) = Cx(t) + Du(t)
x(t)=rm} u®)y=u, (1) y)=y@) A:{a“ ”12} B:{bﬂ

x, (1) ay Ay
Cc=[¢e, 0] D=0

A SISO tag 4tviteli mdtrixa egyetlen W(s) atviteli fiiggvényre egyszerisodik. Az dtviteli fiiggvény alakja

ekkor:
-1
W) =2 _cir—aytBe=ie, ofs =[] |l
MI(S) 0 1 ay Ay O
C“(S—lez)b“ 1+Ts
= =k
§7 = (), +ay)s +(a,,ay —a,ay)  1+2ETs+T7s7
k= by (=ay) _ 1 _ 1 _ tr(A)
det(A) (=ay) Jdet(A) 2,/det(A)

A linedris SISO rendszer jeldtviteli tulajdonsdgai olyan hatdsvazlattal is szemléltethetok, amelyben kizarélag P
(ardnyos), 1 (integrdld) és L (dsszegzd) alaptagok''' szerepelnek. A targyalt példa adataival az alaptagokbdl

felépitett struktira:

" A linedris P (y(t)=ku(t)), I (y=y( 0)+lu(t)dr) és £ (y(t)= Zu,(t)) alaptagok segitségével az dltaldnos linedris MIMO rendszer hatdsvazlata is
felépithetd. Ez a hatdsvazlat koordindtdnként jeleniti meg a rendszer u bemend—, y kimend jeleit és az x dllapotviltozéit. Az

allapotkoordinatdk altal 1étesitett tér az allapot tér.
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x,(0)
P x 1
u=u; %\ xi(t)
> by > I > »| Cu
aip
a; |«
B A C
az
a2 |le
0 0
v 0 i I S Pl
x(1)
D
xz(o) ............... .
> 0
A mdsodrendi SISO rendszer P, I és X alaptagokbdl felépitett hatdsvazlata
Y=Yi
| Cu >
» »
X/(O) x2(0)
. l . i X
=u
> by J. () a1 |—» J- > >
an a; |«
a2 |¢
A SISO rendszer hatdsvazlatdnak egy mds alakja

F25. dbra
Maisodrendii SISO rendszer hatisvézlata

Figyeljiik meg, hogy a rendszer hatisvdzlatin annyi integrdlo tag szerepel, amennyi az dllapotviltozok
szdma, az integrald tagok kimend jelei az dllapotvaltozok, és ezek az integritorok egyrészt Snmagukrdl (a;;, as»),
masrész a masik integrald tagrol (a;,, a,;) visszacsatoltak. Azt is fontos észrevenni, hogy ezek a csatoldsok az A
allapotmatrix elemein keresztiil jonnek 1étre, ami az dllapotmatrix Kitlintetett szerepére utal. Ha az dllapotmatrix
elemei nem zérusok, akkor a jelek zdrt hurkot alkoté hatdslancban terjednek. A rendszer stabilitdsdnak
szempontjab6l ennek fontos kovetkezményei''? vannak. A hatdsvézlat utébbi alakjabél a SISO tag W(s)=
y(s)/u(s) atviteli fiiggvénye — mellézve a bonyolult C(sI-A)”'B+D matrixmiiveleteket — egyszeriien felirhat6. Az
atviteli fiiggvény a hatdsvazlat alapjan:

112 Az allapotegyenletével lefrt linedris rendszer aszimptotikusan stabilis, ha A dllapotmétrixanak minden A; sajatértéke (i: 1,2, ...n) negativ,
vagy negativ valés részl szam.
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S

1 1
l—a,—
y(s)=c,,x,(s)=c, b s u(s)=c,b S u(s)
1% 101 1 T T sy
1-——5 _q, S _q, (s—a,)(s—a,)

1-a,,— 1-a,,—
K K

y(s) b S—dy _
=y =
u(s) (s—a,)(s—a,)—a,,a,,

ey (s —ay)by

W(s)=C(s[-A)"'B+D=

2
s7=(ay +ay)s+a,,a, — a0y,

F6. Az allapotegyenlet normalizalasa
(Amplitddo —, és id6 1éptékezés)

Az dllapotegyenletekben minden u bemend jel, minden x dllapotvdltozé és minden y kimend jel dimenzidval
rendelkezé kiilonféle fizikai mennyiség, (példaul: eré [N], elmozdulds [m], sebesség [m/sec], nyomaték [Nm],
szogsebesség [rad/sec], villamos fesziiltség [Volt], villamos dram [Amper], anyagdram [m?/sec], nyomas
[N/m?], hdmérséklet [°C], stb) a 7 id6 dimenziéja pedig secundum. Ebbdl az is kovetkezik, hogy az A, B, C és D
paramétermatrixokban is kiilonféle dimenzidval rendelkezé szamok szerepelnek. Az A dllapotmatrix féatlgjaban
16v6 a;; és ax stb. szdmoknak azonban mindegyike sec™ dimenziéval rendelkezik, ami abbdl is lithaté, hogy
dim[dx /df]=dim[a;;x;] — dim[x;}/sec=dim[a;;]dim[x;] — dim[a;;]=sec™.

A madsodrendi SISO rendszer esetében legyenek az u,;, x;, x, és y, fizikai mennyiségek viszonyitdsi
alapegységei Ujg, X9, X209, Y19, @ 1 1d6 normalizalt alapegysége pedig Ty. A koordinatdkban felirt dllapotegyenlet
azonos atalakitdsaval kapjuk:

d ¥ X
1[0 =ay Xy +ay, Xy +byy Uy
d—T, 10 20 10
T,
d ;2 X,
ZtO =ay Xyp+ay X
d—T, 10 20
T,
RJ} X
—Y,,=¢;,—X
Yo 10 =Cn X, 10

Vezessiik be az uy/Up=u; , Agc,/)(i(;:x,-*, y,/Y,-0=y,~* jelolésekkel a fizikai valtozok dimenzidtlan relativ értékeit
(amplitidé 1éptékezés), és ¢ = 1/T, jeloléssel pedig a dimenziétlan relativ idét (id6léptékezés). Ezekkel az
allapotegyenlet relativ mennyiségekkel felirhat6 alakja:

X
T, T,—2 |-, e .
d | x o @t Xy || X by T, Yo e_|ay ap || by |
— . |= . + Xm uy =\ . . + u,
dt | x, a,T, X1 a,T) X, 0 ay 4y || X, 0
Xy

e Xig v s s
Y= A=k
10

Az dllapotegyenlet eme alakjaban minden (*) felsé indexel jelolt u’, x*, és y" relativ fizikai véltozok és a
relativ id6 dimenzidtlanok, és dimenziétlanok a paramétermatrixok (¥) felsd indexel rendelkezd matrixelemei is.

A jelek Uy X1, Xa 6s Yy viszonyitasi alapértékeit gy célszerti megvalasztani, hogy az u;’, x;°, x> és y,”
relativ értékii jelek megfeleld nagysigrendben legyenek (pl.: —I<x;’(t')<I stb). A T, iddalapot a dinamikus
rendszer idé4llandéihoz célszerii igazitani (1 msec=10" sec, 1 sec, 1 perc=60 sec, 1 6ra=3600 sec stb). Ha a
normalizalatlan rendszer jelei példaul u;=u [Volt], x;=i [Amper], x,=w [rad/sec], y,=v [m/sec], és az id6 ¢ [sec],
akkor MKS mértékrendszerben alapértékeknek U,;y=1 Volt, X;p=1 Amper, X,y=1 rad/sec, Y;p)=1 m/sec, Ty=1 sec
is valaszthat6. Ekkor a normalizalt—, és a normalizdlatlan rendszer paramétermatrixai azonos szdmértékeket
tartalmaznak, de a jelek—, és a paraméterek dimenzi6tlanoknak tekinthetok.

Vegyiik észre, hogy a normalizalt rendszer karakterisztikus polinomja:
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X20X10 _

Ol =(A-aT)(A=ayTy) - ‘112‘1217‘02
X9 Xy

X
10 a1y alZTOX_ZU
det(Al —A") = /{0 J -

X
10
ayT,
20

=X =Ty(a,, + ) A+ Ty (a),ay, — a1,05)) = X =Tytr(A)A+T, det(A)

ayTy

Ennek gyokei Ty=1 sec normalizdlds mellett azonosak az eredeti (normalizdlatlan) rendszer karakterisztikus
egyenletének gyokeivel, ami azt jelenti, hogy az amplitidé léptékezés — szemben az id6léptékezéssel — a
rendszer pélusait nem valtoztatja meg. Az elméleti jellegii analizisben dltaldban — a (*) fels6 index elhagyésa
mellett — a normalizalt dllapotegyenletekkel dolgozunk.

A normalizdlast a W(s) atviteli fiiggvényen is végrehajthatjuk, ekkor azonban csak az u és y jeleket és az s
Laplace operatort normalizalhatjuk, mivel az atviteli fiiggvény alakban az allapotvéltozdk ,rejtve” vannak.
Példaul a 1korz’lbban felirt masodrendli rendszer esetében dim[k]=dim[y;]/dim[u;], dim[z]=dim[7]=sec,
dim[s]=sec .

Yy—ly,o 1+TiT0s
W(s)=i'£i;= e S o
e Sy 1426 Tys+ (=) (T,s)’
10 0 0
UIO TO TO
O
u, (s") 14+28T"s" +Ts
L D L A Iy S L
U]O YIO YIO TO TO

A normalizalt tviteli fiiggvény y,", x,’, jelei, a k', v, T" paraméterei és az s~ viltozéja dimenziGtlanok. Az
elméleti jellegli vizsgalatokban — a (*) fels6 index elhagyasa mellett — dltaldban a normalizalt atviteli
fuggvényekkel dolgozunk.

F7. Elsérendii linearis SISO rendszer

Az elsérendli rendszer jelent6sége nem csupdn abban van, hogy igen egyszertien kezelhetd a matematikai
modell. Ha az dllapotmatrix mérete n>1, akkor az eseteknek egy jelentds részében — nevezetesen akkor, ha A
minden sajatértéke egymastdl kiilonboz6 — az eredeti rendszeren egy x;=Tx koordindta transzformaciéval'"®
4talakitdst lehet végrehajtani. Figyelembe véve, hogy x=T x5, az atalakitott rendszer allapotegyenlete

T dx(t)/dt=AT " x(t)+ Bu(t)
Y(1)=CT " x1(t)+Du(1)

dxr(t/dt=TAT 'x{(1)+TBu(t) = Apx(t)+Bu(t),
Y(1)=CT ' xi(t)+Du(t) = Cpxr(t)+Dyu(t)

Ennek eredményeként — alkalmasan megvalasztott 7' transzformdciés matrix mellett — az atalakitott rendszer Ay
=TAT" dllapotmitrixa diagonalis matrixként''* jelenhet meg (kanonikus dllapottranszformacié)'””. A
transzformécidval (az u bemend—, és az y kimend jel kozotti kapcsolat valtozatlansdga mellett) kaphaté Ar
diagondlis éllapotmatrix az dllapotvdltozokat egymdstol mintegy szétcsatolja, aminek jelentése az, hogy a
transzformalt rendszer integral6 tagjai kizarélag dnmagukrél visszacsatoltak. Ekkor a transzformalt rendszer n
szdmu, egymdstol szétcsatolt, elsérendli rendszerre ,esik szét”, vagyis ha az elsérendli rendszert minden
vonatkozdsdban ismerjiik, akkor a magasabb rend{i rendszerek egy jelentds osztalydt is egyszerlien kezelhetjiik
(lasd az atviteli fiiggvény parhuzamos felbontasat). Ilyen esetben a @(t)=exp(At) alapmatrix is igen egyszer,
mivel a matrix—exponencidlis fiiggvény is diagonalis:

"3 T nxn méretii, nem szinguldris matrix. Meghatarozasahoz hasznalhats MATLAB fiiggvények:
[AT,BT,CT,DT,T]=canon(A,B,C,D); [V,AT]=eig (A), T=inv (V)

""" Az nxn négyzetes mitrix diagondlis, ha a f34tl6jdban 1év$ elemek kivételével minden eleme zérus.

!5 A TAT ' kanonikus transzforméciét az iranyithatésdg, és a megfigyelhetéség témakorok targyalasakor részletezziik.
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arn 0 A 0
A, =TAT™ = ayp =] A4
0 g 0 A,
A 0
[5 a b M 0
dy=e’ =]t M
0 e/l,l/

Ebben a A; értékek az eredeti rendszer A dllapotmatrixdnak az egymastdl kiilonbozo sajatértékei. Az dralakitds
kulcsa a T transzformdcio alkalmas megvdlasztdsa. A T matrixot az A allapotmatrix sajatvektoraibdl lehet
felépiteni, meghatarozasahoz a MATLAB hatékony tdmogatast nyujt ([AT, BT,CT, DT, T]=canon (3, B, C,D) ;).

Megjegyzés

Az elsérendii dllapotegyenletnek megfeleld szerkezeti-dramkori kapcsoldsi vézlatot adunk meg (illusztrcié
céljabol) a kovetkezd dbran. Ebben az elektronikus erésitok az a, b, ¢, d atviteli tényezovel rendelkez6 idokésés
nélkiili ardnyos tagokat realizdlnak, az dlland6 gerjesztésti szervomotor pedig az integrdld tagot jeleniti meg. A
POT potenciométer csuszkdjinak [/ elmozduldsa a motor armatira tekercsének kapcsain 1évé fesziiltség
integraljaval ardnyos. Ennek az elrendezésnek a tulajdonsdgai (addig amig valamelyik erdsitd telitésbe nem keriil,
vagy a potenciométer csuszkdja fel nem iitkozik), hasonléak a hatdsvédzlatival jellemzett elsérendii linedris
rendszer tulajdonsagaihoz.

/ch

||—'5 A ‘|+

H A H
-
N

F26. dbra
Els6rendii linedris rendszer dllapotegyenletének elektromechanikus szerkezeti illusztracidja

A kapcsoldsi véazlat alapjan egyszertien nyomon kovethetd példdul az a jelenség, ahogy a bemenetre kapcsolt i
hatdsdra az y(t) valtozik. Ha a kapcsolas iddpillanatdban a PO potenciométer kozépen dllt (ez felel meg az x(0)=0
kezdeti feltételnek), akkor a r=0 idépontban cx(0)=ax(0)=0, y(0)=0+du,, illetve [dx(t)/dt].-o=buy. A buy>0
fesziiltség hatdsdra a motor forogni kezd, €s ezért a potenciométer csuszkdjanak / elmozduldsa jon létre. Ha ez az
elmozdulds a motor kapcsain 1évé fesziiltséget csokkenti — vagyis a visszacsatolds negativ —, akkor a motor forgdsa
a kapcsain 1év0 fesziiltségnek a buy+axy =0 értékének elérésekor ledll, ekkor, pedig x,= —a'buy. Az dllandésult
allapotban tehét az y, kimend fesziiltség értéke: y(oo)= yozcx0+du0:(—ca" b+d)uy. Ekkor a rendszer onbedlld.

Teljesen mds jelenség alakul ki a=0 (nincs az integrdld tag visszacsatolva), vagy a>0 (az integral¢ tag pozitivan
van visszacsatolva) paraméterek mellett. Mindkét esetben az onbedllésdg megsziinik, a=0 mellett az ugrdsvélasz
idében linedrisan—, a>0 mellett, pedig idében exponencidlisan novekszik, mindaddig, amig a mikodési
tartomdnyban vagyunk.

2009. oktéber 20.

81 A matematikai modell (Cikk.1)



